Sur les mouvements homographiques de N corps associés à des masses de signe quelconque, le cas particulier où la somme des masses est nulle, et une application à la recherche de chorégraphies perverses. by Celli, Martin
Sur les mouvements homographiques de N corps associe´s
a` des masses de signe quelconque, le cas particulier ou` la
somme des masses est nulle, et une application a` la
recherche de chore´graphies perverses.
Martin Celli
To cite this version:
Martin Celli. Sur les mouvements homographiques de N corps associe´s a` des masses de signe
quelconque, le cas particulier ou` la somme des masses est nulle, et une application a` la recherche
de chore´graphies perverses.. Mathe´matiques [math]. Universite´ Paris-Diderot - Paris VII, 2005.
Franc¸ais. <tel-00011790>
HAL Id: tel-00011790
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00011790
Submitted on 7 Mar 2006
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.

UNIVERSITE´ PARIS 7-DENIS DIDEROT
THE`SE DE DOCTORAT EN
MATHE´MATIQUES
pre´sente´e par Martin CELLI
Sur les mouvements homographiques de N corps associe´s a`
des masses de signe quelconque, le cas particulier ou` la
somme des masses est nulle, et une application a` la
recherche de chore´graphies perverses
The`se dirige´e par Monsieur Alain CHENCINER
codirige´e par Monsieur Alain ALBOUY
soutenue le 26 septembre 2005 a` l’Observatoire de Paris
Rapporteurs
Ernesto PE´REZ-CHAVELA
Carles SIMO´
Jury
Marc CHAPERON (pre´sident)
Alain CHENCINER (directeur)
Alain ALBOUY (codirecteur)
Mikhae¨l BALABANE
Christian MARCHAL
Alexei TSYGVINTSEV
REMERCIEMENTS
Je remercie Monsieur Mikhae¨l Balabane, professeur a` l’Universite´ Paris 13, pour
m’avoir donne´ envie de faire des Mathe´matiques a` mon entre´e en e´cole d’inge´nieurs.
Pour m’avoir encourage´ a` travailler sur ce sujet de the`se pre´cise´ment parce qu’il de-
vait lui permettre de comprendre enfin son vieux cours de Mathe´matiques Spe´ciales
du lyce´e Sainte Genevie`ve. Pour m’avoir donne´ l’espoir insense´ de trouver une
cohe´rence aux Mathe´matiques graˆce a` ses cours e´vocateurs a` l’Ecole Nationale des
Ponts et Chausse´es. Pour m’avoir supporte´ comme charge´ de TD a` l’Universite´ de
Villetaneuse. Pour m’avoir aide´ a` surmonter diverses difficulte´s avec un enthou-
siasme communicatif, pour m’avoir partiellement transmis sa vision informelle,
insouciante et chaleureuse des Mathe´matiques.
Je remercie Monsieur Alain Chenciner, professeur a` l’Universite´ Paris 7, pour
avoir re´pondu a` mes nombreuses interrogations, aussi bien sur des re´sultats mathe´-
matiques que sur la fac¸on dont on fait des Mathe´matiques en ge´ne´ral, pour m’avoir
re´gulie`rement conseille´ des re´fe´rences adapte´es aux proble`mes que je de´sirais trai-
ter. Pour m’avoir pose´ des questions auxquelles j’ai parfois su re´pondre tout
en me laissant une certaine liberte´ dans le choix des proble`mes que j’abordais.
Je le remercie aussi et surtout pour m’avoir rappele´ qu’on ne pouvait faire de
Mathe´matiques sans re´fle´chir a` des questions pre´cises et concre`tes, et qu’en meˆme
temps le Mathe´maticien devait savoir re´pondre a` des questions mal pose´es. Pour
m’avoir appris que les proble`mes inte´ressants e´taient les proble`mes naturels, et
que, pour qu’un concept devienne naturel, il fallait se pencher dessus suffisamment
longtemps. Pour m’avoir rappele´ que meˆme si e´crire de la poe´sie consistait exacte-
ment a` exhiber un e´le´ment d’un sous-espace de fichiers-textes admissibles (de´fini
par un ensemble de contraintes de versification et de se´mantique), la seule re`gle
valable dans ce domaine consistait a` ne pas avoir cette re`gle en teˆte au moment
d’e´crire. Pour m’avoir dit qu’un re´sultat difficile n’e´tait pas ne´cessairement inte´-
ressant. Pour m’avoir enseigne´ avec me´thode a` ne pas eˆtre logique. Pour m’avoir
laisse´ prendre conscience avec discre´tion et efficacite´ de mes erreurs tout en me
pre´cisant que, de toute fac¸on, la dure´e d’une the`se e´tait beaucoup trop courte pour
permettre a` un e´tudiant de changer. Pour m’avoir rappele´ que le contenu e´tait plus
important que le re´cipient, et que de´finir un re´cipient et un contenu, c’e´tait de´ja`
se focaliser sur le re´cipient. Je le remercie pour sa gentillesse, meˆme s’il la de´finit
comme le re´sultat de conditionnements qu’il a subis. J’espe`re avoir l’occasion de
continuer a` travailler avec lui quelque temps encore pour comprendre le sens exact
de ce que je viens d’e´crire, ou pour me de´livrer de´finitivement de mon envie de lui
trouver un sens (les deux doivent eˆtre un peu e´quivalents), et, d’ailleurs, de mon
envie de trouver un sens a` beaucoup de choses en ge´ne´ral.
Je remercie Monsieur Alain Albouy, charge´ de recherche a` l’Institut de Me´ca-
nique Ce´leste, pour ses conseils, et en particulier pour m’avoir indique´ les re´fe´rences
les plus anciennes concernant des re´sultats que je croyais connaˆıtre. Pour m’avoir
supporte´ pendant pre`s de quatre ans dans son bureau. Pour m’avoir donne´ en-
vie de partager sa vision e´pure´e et authentique des Mathe´matiques. Pour avoir
re´pondu efficacement et a` de nombreuses reprises a` mes questions qui ne voulaient
rien dire, par des re´ponses qui ne voulaient rien dire, mais dont j’ai pu mesurer
l’efficacite´ a` plus ou moins long terme. Pour m’avoir appris a` appre´cier certaines
de´monstrations foudroyantes, mais aussi a` ne pas m’attacher au formalisme dans
lequel une de´monstration est e´crite.
Je remercie l’ensemble des membres de l’Institut de Me´canique Ce´leste pour
m’avoir fait profiter de leurs conseils et de leur bonne humeur, en particulier les
membres de l’e´quipe Astronomie et Syste`mes Dynamiques, et les (ex-) (post-)
doctorants et stagiaires. Je remercie tout particulie`rement Stefanella Boatto pour
son enthousiasme, sa gentillesse, ses conseils, de nombreuses conversations inte´res-
santes sur les Mathe´matiques ou la psychologie, et sa pre´sence amicale, Jacques
Fe´joz pour m’avoir re´ve´le´ et confirme´ a` plusieurs reprises l’existence d’un Pont
entre le calcul des structures et les Mathe´matiques the´oriques, et pour quelques
conseils, Anne Robadey et Andrea Venturelli pour de nombreuses discussions.
Je remercie Monsieur Carles Simo´, professeur a` la Universitat de Barcelona,
pour avoir relu certaines notes contenant une partie des re´sultats figurant dans
cette the`se, pour m’avoir donne´ quelques conseils utiles sur les chore´graphies per-
verses et pour avoir accepte´ d’eˆtre rapporteur de ma the`se.
Je remercie Monsieur Ernesto Pe´rez-Chavela, professeur a` la Universidad Au-
to´noma Metropolitana de Mexico, pour quelques discussions sur les configurations
centrales, l’existence de continua, et quelques proble`mes analogues au proble`me
newtonien, et pour avoir accepte´ d’eˆtre rapporteur de ma the`se.
Je remercie Monsieur Marc Chaperon, professeur a` l’Universite´ Paris 7, pour
avoir, a` un moment crucial de mon parcours universitaire, ferme´ les yeux sur ma
connaissance approximative des the´ore`mes de fonctions implicites. Et je le remer-
cie a` nouveau d’assumer les lourdes conse´quences de cet acte en pre´sidant le jury
de ma the`se.
Je remercie Messieurs Christian Marchal, inge´nieur ge´ne´ral des Mines, et Alexei
Tsygvintsev, maˆıtre de confe´rences a` l’Ecole Normale Supe´rieure de Lyon, pour
avoir accepte´ de faire partie de mon jury.
Je remercie Madame Miche`le Wasse pour m’avoir aide´ a` re´soudre certaines dif-
ficulte´s administratives tout au long de la pre´paration de cette the`se.
Je remercie ma famille pour m’avoir aide´ et encourage´ dans la pre´paration de
cette the`se, et plus ge´ne´ralement pendant mes e´tudes, pour avoir soutenu de`s le
de´but une aventure dont on elle ne connaissait exactement ni les tenants ni les
aboutissants, et pour avoir su depuis toujours que ce travail aboutirait.
Je remercie mes e´tudiants, en particulier a` l’Universite´ de Villetaneuse, pour
m’avoir, a` diffe´rentes occasions, transmis leur enthousiasme, d’origine non ne´ces-
sairement mathe´matique.
Je remercie quelques amis pour m’avoir diverti avec leur humour.
Je remercie les galaxies de somme des masses nulle pour m’avoir inspire´ la plus
grande partie de cette the`se tout en n’existant que comme objets mathe´matiques
abstraits, et, last but not least, toutes celles et tous ceux qui, pour un temps ou
pour toujours, par fantaisie, par compassion ou par indulgence, parfois a` mon insu,
se sont faits plus ou moins consciemment Mathe´maticiens et m’ont aide´ a` croire a`
l’existence de ces galaxies.
”Si, au lieu de s’arreˆter a` la lecture d’une certaine de´cimale, on regarde la
de´cimale suivante, et ainsi de suite, alors le nombre
√
2 est rationnel.”
Un e´le`ve.
Table des matie`res
1 Syste`mes de N corps de somme des masses nulle 18
1.1 Le vecteur d’inertie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.2 Le proble`me des deux corps a` somme des masses nulle . . . . . . . . 20
1.3 Configurations de vecteur d’inertie nul . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2 Solutions homographiques planes et homothe´tiques associe´es a`
des masses de signe quelconque 23
2.1 Une condition ne´cessaire et suffisante sur la configuration et les
vitesses a` la date 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.2 Configurations centrales complexes de trois corps . . . . . . . . . . 28
2.3 Configurations centrales de quatre corps a` somme des masses nulle . 31
2.4 Equilibres de N corps a` somme des masses nulle . . . . . . . . . . . 39
3 Solutions rigides associe´es a` des masses de signe quelconque 42
3.1 Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.2 Un re´sultat d’alge`bre line´aire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.3 Configurations e´quilibre´es et mouvements rigides . . . . . . . . . . . 44
3.4 Mouvements rigides de dimension 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4 Sur le gain d’inte´grabilite´ a` somme des masses nulle 53
5 Sur les e´ventuelles chore´graphies perverses 57
9
10
Re´sume´
Cette the`se a e´te´ pre´pare´e a` l’Institut de Me´canique Ce´leste et de Calcul des
Ephe´me´rides (IMCCE) de l’Observatoire de Paris, de septembre 2001 a` avril 2005,
sous la direction de Messieurs Alain Chenciner et Alain Albouy. Elle traite du
proble`me des N corps, qui consiste en l’e´tude des solutions des e´quations de New-
ton, qui de´crivent le mouvement d’un syste`me de N particules ponctuelles en
interaction gravitationnelle. Cette the`se a plus pre´cise´ment pour objet l’e´tude des
solutions homographiques du proble`me des N corps associe´es a` des masses de signe
quelconque.
Le point de de´part de ce travail est une question qui m’a e´te´ pose´e par A.
Chenciner en octobre 2000, au sujet des chore´graphies. Une chore´graphie est une
solution des e´quations de Newton dans laquelle les N corps se suivent sur la meˆme
courbe a` intervalles de temps e´gaux ([CGMS]). La premie`re chore´graphie connue
est la solution de Lagrange : trois corps se suivent sur un cercle en formant un
triangle e´quilate´ral. Le premier exemple non trivial de chore´graphie, le ”huit”, a
e´te´ mis en e´vidence par C. Moore en 1993, et son existence a e´te´ prouve´e par A.
Chenciner et R. Montgomery en 1999 ([CM]). Toutes les chore´graphies connues ac-
tuellement ne´cessitent des masses e´gales, et A. Chenciner a prouve´ qu’il n’existait
pas, dans le plan, de chore´graphie a` masses distinctes, ou chore´graphie ”perverse”,
pour un nombre de corps N infe´rieur ou e´gal a` 5 ([Ch1], [Ch2]). Aussi, la question
qu’il m’a pose´e portait sur l’e´ventuelle existence de chore´graphies perverses pour
N ≥ 6. La section 5 de cette the`se re´pond ne´gativement a` cette question dans le
cas ou` le potentiel est logarithmique. Ceci permet de prouver qu’il n’existe pas de
chore´graphie perverse pour un syste`me de N tourbillons satisfaisant les e´quations
de Helmholtz ([He]). La section 5 propose e´galement une minoration du plus grand
rapport des distances mutuelles au cours d’une e´ventuelle chore´graphie perverse
pour le potentiel newtonien.
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Fig. 1 – La solution circulaire de Lagrange et le ”huit” (d’apre`s [Si4]). Trois corps
se suivent sur la meˆme courbe.
L’obtention de ce re´sultat a ne´cessite´ l’e´tude d’e´quilibres absolus associe´s a` des
masses de somme nulle. Ces masses sont en fait des interme´diaires de calcul qui
apparaissent quand on soustrait les e´quations de Newton associe´es a` deux syste`mes
de masses positives. Les syste`mes de N corps de somme des masses nulle posse`dent
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Fig. 2 – Deux chore´graphies de 5 et 7 corps de masses e´gales (d’apre`s [Si4]).
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Fig. 3 – Deux chore´graphies de 15 et 39 corps de masses e´gales (d’apre`s [Si4]).
des proprie´te´s particulie`res. Ceci de´coule du fait que le centre d’inertie est rem-
place´ par un vecteur d’inertie, dont la connaissance fournit des informations sur la
configuration a` translation pre`s. Les proprie´te´s de cet objet sont pre´sente´es dans
la section 1.
Au lieu de me limiter a` l’e´tude des e´quilibres absolus a` somme des masses nulle,
j’ai pre´fe´re´ conside´rer les configurations centrales associe´es a` des masses de signe
quelconque, qui en constituent une ge´ne´ralisation naturelle. J’ai e´galement de´crit
les mouvements engendre´s par ces configurations pour certaines valeurs des vitesses
initiales. Ces re´sultats sont pre´sente´s dans la section 2, qui ge´ne´ralise a` des masses
de signe quelconque des re´sultats classiques sur les mouvements homographiques a`
masses positives ([AC]). La section 2 de´nombre e´galement les configurations cen-
trales associe´es a` des masses (x,−x, y,−y). Il s’agit, avec le cas a` masses e´gales,
du seul cas connu actuellement ou` l’on peut de´nombrer les configurations centrales
d’un syste`me de quatre corps.
Les mouvements rigides associe´s a` des masses positives sont de´crits dans [AC].
A masses positives, un calcul simple montre qu’un mouvement rigide de dimension
infe´rieure ou e´gale a` trois est plan. Dans la section 3, je caracte´rise les mouvements
rigides associe´s a` des masses de signe quelconque. Je montre en particulier que, si
une certaine relation entre les masses et les distances mutuelles est ve´rifie´e (et c’est
toujours le cas quand la somme des masses est nulle), il existe des mouvements
rigides de dimension 3. La configuration n’est alors plus ne´cessairement centrale,
mais e´quilibre´e au sens de [AC].
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A somme des masses nulle, l’existence d’un vecteur d’inertie permet tre`s sou-
vent de se ramener a` un proble`me a` N − 1 corps. Ceci a donne´ implicitement la
possibilite´, dans la section 2, de traiter un proble`me non actuellement re´solu avec
des masses de somme non nulle : la de´termination des configurations centrales de
quatre corps. Un avatar de cette de´ge´ne´rescence avait e´te´ observe´ en 1892 par
Dziobek, a` travers la conside´ration de l’e´quation de Lagrange-Jacobi ([Dz]). La
section 4 e´tudie les aspects dynamiques de cette de´ge´ne´rescence, et fournit un cas
d’inte´grabilite´ du proble`me coline´aire des trois corps.
Les re´sultats des sections 2 et 5 portant sur les e´quilibres a` somme des masses
nulle et les chore´graphies perverses sont e´voque´s dans [Ce1]. Les re´sultats des
sections 2 et 4 sur les mouvements homothe´tiques et homographiques plans et le
gain d’inte´grabilite´ a` somme des masses nulle font l’objet de [Ce2]. La section 3
sur les mouvements rigides reprend les re´sultats contenus dans [Ce3].
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Abstract
This Ph.D thesis has been prepared in the Institut de Me´canique Ce´leste et de
Calcul des Ephe´me´rides (IMCCE), in the Observatory of Paris, from September
2001 to April 2005. It was supervised by Prof. Alain Chenciner and Dr. Alain
Albouy. The thesis deals with the N -body problem, whose aim is to study the
solutions of Newton’s equations. These equations describe the motion of a system
of N punctual particles which interact through gravitation. More precisely, the
aim of the thesis is to study the homographic solutions of the N -body problem
when the masses are allowed to be positive or negative.
The starting point of this work is a question about choreographies that A.
Chenciner asked me in October 2000. Let us call a choreography a solution of
Newton’s equations in which the N bodies chase each other on the same curve,
with the same phase shift between two bodies ([CGMS]). The first known choreo-
graphy is Lagrange’s solution : three bodies making an equilateral triangle chase
each other on a circle. The first non trivial example of a choreography, which is
called the ”eight”, was found by C. Moore in 1993, and its existence was shown by
A. Chenciner and R. Montgomery in 1999 ([CM]). All the choreographies that are
actually known require equal masses. Indeed, A. Chenciner has proved that in the
plane, there was no choreography with distinct masses or ”perverse” choreography,
with number of body N lower than or equal to 5 ([Ch1], [Ch2]). Thus, the question
he asked was about the possible existence of perverse choreographies for N ≥ 6.
Section 5 gives a negative answer when the potential is logarithmic. This enables
to prove that there is no perverse choreography for a N -vortex system which sa-
tisfies Helmholtz’s equations ([He]). Section 5 also proposes a lower bound for the
largest ratio between the largest and the smallest mutual distances for a possible
perverse choreography with Newtonian potential.
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Fig. 4 – Lagrange’s circular solution and the ”eight” (from [Si4]). Three bodies
chase each other on the same curve.
In order to obtain this result, I had to study absolute equilibria with masses
whose sum vanishes. In fact, these masses are auxiliary variables which appear
when we subtract Newton’s equations for two systems of positive masses. There
are special properties when the total mass vanishes. This is entailed by the fact
that the center of inertia is replaced by a vector of inertia, whose knowledge brings
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Fig. 5 – Two choreographies with 5 and 7 bodies and equal masses (from [Si4]).
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Fig. 6 – Two choreographies with 15 and 39 bodies and equal masses (from [Si4]).
us information on the configuration after reduction by translations. The properties
of this object are described in section 1.
Rather than restrict the study to absolute equilibria with vanishing total mass,
I have considered central configurations with positive and negative masses, which
are a natural generalization. I have also described the motions generated by these
configurations for certain initial velocities. These results are described in section
2, which gives a generalization for positive and negative masses of classical results
on homographic motions for positive masses ([AC]). Section 2 also lists the central
configurations associated with masses (x,−x, y,−y). This case and the case with
equal masses are the only known cases where we can enumerate the central confi-
gurations of a four-body system.
Rigid motions with positive masses are described in [AC]. For positive masses, a
simple computation shows that a rigid motion with dimension lower than or equal
to three is planar. In section 3, I give a characterization of rigid motions with
positive and negative masses. In particular, I show that if a certain relationship
between the masses and the mutual distances is satisfied (this is always the case
when the total mass vanishes), there are rigid motions with dimension 3. Then the
configuration is no more necessarily central, but balanced in the sense of [AC].
When the total mass vanishes, the existence of a vector of inertia often enables
to restrict our study to a (N − 1)-body problem. In an implicit way, in section
2, this enabled to deal with a problem which at present is still unsolved for a
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non-vanishing total mass : the enumeration of four-body central configurations.
An avatar of this degeneration had been observed by Dziobek in 1892, through
the consideration of the Lagrange-Jacobi equation ([Dz]). Section 4 studies the
dynamical aspects of this degeneration and provides a case of integrability for the
collinear three-body problem.
The results in sections 2 and 5 about equilibria with vanishing total mass and
perverse choreographies are presented in [Ce1]. The results in sections 2 and 4
about homothetic and homographic planar motions and the better integrability
with vanishing total mass are the subject of [Ce2]. Section 3 about rigid motions
resumes the results of [Ce3].
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Notations
On s’inte´resse, dans cette the`se, a` un syste`me de N corps ponctuels de masses
m1, ..., mN non nulles, de signe quelconque, de somme M , occupant a` la date t les
positions ~r1(t), ..., ~rN(t), e´le´ments d’un espace vectoriel euclidien E. Le produit
scalaire est note´ (.|.). L’espace E est identifie´ avec son dual de la fac¸on habituelle.
Un sous-espace de E de dimension 2 pourra eˆtre identifie´ a` C. Le produit de deux
nombres complexes u et v est note´ uv ou u.v.
Les e´quations de la dynamique associe´es a` un potentiel U sont de´finies par :
~¨ri(t) =
1
mi
∂U
∂~ri
(~r1(t), ..., ~rN(t)) = ~γi(~r1(t), ..., ~rN(t))·
Les e´quations de Newton sont les e´quations de la dynamique associe´es au potentiel
newtonien :
U(~r1, ..., ~rN) =
∑
1≤i<j≤N
mimj
||~rj − ~ri|| ·
Elles ont donc pour expression :
~¨ri(t) = ~γi(~r1(t), ..., ~rN(t)),
avec ~γi(~r1, ..., ~rN) =
∑
j∈{1,...,N}\{i}
mj
~rj − ~ri
||~rj − ~ri||3 ·
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1 Syste`mes de N corps de somme des masses
nulle
1.1 Le vecteur d’inertie
On de´finit, pour un syste`me de N corps de somme des masses non nulle, son
centre d’inertie :
~G(~r1, ..., ~rN) = ~a +
1∑N
i=1 mi
N∑
i=1
mi(~ri − ~a)
(quantite´ inde´pendante de ~a). Pour un syste`me de N corps de somme des masses
nulle, en revanche, le centre d’inertie n’est pas de´fini, mais on peut de´finir le
vecteur :
~λ(~r1, ..., ~rN) =
N∑
i=1
mi(~ri − ~a)
(quantite´ inde´pendante de ~a), que l’on appellera vecteur d’inertie. Le vecteur
d’inertie est invariant si la configuration subit une translation. Plus ge´ne´ralement,
si une configuration subit une transformation affine, son vecteur d’inertie subit la
transformation line´aire associe´e.
Proposition 1 Pour une solution des e´quations de Newton a` somme des masses
nulle, le vecteur d’inertie est une fonction affine du temps.
Preuve. Il suffit d’e´crire :
~0 = m1~γ1(~r1, ..., ~rN) + ... + mN~γN(~r1, ..., ~rN) = ~λ(~¨r1, ..., ~¨rN)·
On de´finit les constantes ~P et ~R par : ~λ(~r1(t), ..., ~rN(t)) = ~R + t ~P .
Remarque 1. L’analogue de cette proprie´te´ a` somme des masses non nulle est
le principe d’inertie : le centre d’inertie effectue un mouvement rectiligne uniforme.
Remarque 2. Le mouvement d’un fluide plan incompressible peut eˆtre de´crit
par un syste`me de N tourbillons de vorticite´s κ1, ..., κN , de signe quelconque,
dont les positions ~r1, ..., ~rN , qui appartiennent a` un meˆme plan, sont solutions des
e´quations de Helmholtz ([He], [ON]) :
~˙ri(t) = ~γi(~r1(t), ..., ~rN(t)) = r

 ∑
j∈{1,...,N}\{i}
κj
~rj − ~ri
||~rj − ~ri||2

 ,
ou` r de´signe la rotation vectorielle d’angle pi/2. Pour ces e´quations, on de´finit de
meˆme, a` somme des vorticite´s nulle, un vecteur de vorticite´, qui est une inte´grale
premie`re du mouvement invariante par translation.
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Remarque 3. On note I~a(~r1, ..., ~rN) le moment d’inertie par rapport au point
~a. Il posse`de l’expression :
I~a(~r1, ..., ~rN) =
N∑
i=1
mi||~ri − ~a||2·
Ecrivons l’e´galite´ de Leibniz, valable pour des syste`mes de masses de somme
quelconque et pour toute origine ~a :(
N∑
i=1
mi
)
I~a(~r1, ..., ~rN)−
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
N∑
i=1
mi(~ri − ~a)
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2
=
∑
1≤i<j≤N
mimj||~rj − ~ri||2·
A somme des masses nulle, on a, d’apre`s la proposition 1 et la nullite´ de la somme
des masses :∑
1≤i<j≤N
mimj||~rj(t)− ~ri(t)||2 = −||~λ(~r1(t), ..., ~rN(t))||2 = −||t ~P + ~R||2
= −||~P ||2t2 − 2(~P |~R)t− ||~R||2·
La grandeur
∑
1≤i<j≤N mimj||~rj(t)−~ri(t)||2 est donc une fonction quadratique du
temps. Dziobek avait obtenu ce re´sultat dans le cas de trois corps comme une
conse´quence de l’e´galite´ de Lagrange-Jacobi, de´ge´ne´re´e a` somme des masses nulle
([Dz]). Il n’avait manifestement pas remarque´ que cette e´quation e´tait le carre´
scalaire d’une e´quation vectorielle.
Remarque 4. Si, a` somme des masses quelconque, on remplace le potentiel
newtonien par un potentiel homoge`ne de degre´ 2κ, e´galement note´ U par commo-
dite´, l’e´galite´ de Lagrange-Jacobi a pour expression :
1
2
d2
dt2
I~a(~r1, ..., ~rN) = 2H + 2(κ + 1)U(~r1, ..., ~rN),
ou` ~a est une origine qui ne de´pend pas du temps et H de´signe l’inte´grale premie`re
de l’e´nergie. A somme des masses non nulle, on a :
1
2
d2
dt2
I ~G(~r1,...,~rN)(~r1, ..., ~rN) = 2H0 + 2(κ + 1)U(~r1, ..., ~rN),
ou` H0 est l’e´nergie a` centre d’inertie fixe´.
Si l’on prend pour origine ~G(~r1, ..., ~rN), l’e´galite´ de Leibniz s’e´crit :(
N∑
i=1
mi
)
I ~G(~r1,...,~rN)(~r1, ..., ~rN) =
∑
1≤i<j≤N
mimj||~rj − ~ri||2·
Ainsi :
d2
dt2
∑
1≤i<j≤N
mimj||~rj − ~ri||2 =
(
N∑
i=1
mi
)
(4H0 + 4(κ + 1)U(~r1, ..., ~rN))·
Pour κ = −1 (potentiel dit de Jacobi), nous observons le meˆme phe´nome`ne qu’a`
somme des masses nulle : la grandeur
∑
1≤i<j≤N mimj||~rj − ~ri||2 est une fonction
quadratique du temps.
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1.2 Le proble`me des deux corps a` somme des masses nulle
Quand M = m1 + m2 6= 0, le proble`me des deux corps associe´ a` des masses de
signe quelconque se traite de la meˆme fac¸on que le proble`me a` masses positives, et
le vecteur ~r2−~r1 parcourt une conique. Notons que si M < 0, l’e´nergie est positive
(car c’est la diffe´rence entre l’e´nergie cine´tique, toujours positive, et le potentiel, qui
est alors ne´gatif), et cette conique est ne´cessairement une hyperbole. En revanche,
comme conse´quence de l’existence d’un vecteur d’inertie, la forme des solutions est
totalement diffe´rente pour M = 0.
Proposition 2 Les solutions des e´quations de Newton pour un syste`me de deux
corps de masses m1 = 1 et m2 = −1 ont l’expression suivante :
- Si ~P = ~0, ~r1 et ~r2 parcourent des paraboles (e´ventuellement de´ge´ne´re´es) :
~ri(t) =
1
2
t2
~R
||~R||3 + t~˙ri(0) + ~ri(0)·
- Si ~P 6= ~0, ~P = α~R (α 6= 0) :
~ri(t) =
1
α2
(αt− ln(αt + 1))
~R
||~R||3 + t~˙ri(0) + ~ri(0)·
- Cas ou` ~P et ~R ne sont pas coline´aires. On peut supposer : det( ~P , ~R) > 0. Notons
~P ′ l’e´le´ment de vect( ~P , ~R) tel que
(
~P
||~P || ,
~P ′
)
soit orthonorme´e directe. De´finissons
s(t) par :
sh(s(t)) = −(
~P |t ~P + ~R)
det(~P , ~R)
·
On a alors (~ai, ~bi sont des constantes) :
~ri(t) =
1
||~P ||2
(
s(t)
~P
||~P || + ch(s(t))
~P ′
)
+ t~ai +~bi·
Dans un meˆme re´fe´rentiel en translation dont l’origine parcourt une chaˆınette, les
deux corps effectuent des mouvements rectilignes uniformes.
Preuve. On a : ~λ(~r1(t), ~r2(t)) = ~r1(t)− ~r2(t) = t ~P + ~R. La relation :
~¨r1(t) = ~¨r2(t) =
~r1(t)− ~r2(t)
||~r1(t)− ~r2(t)||3 =
t ~P + ~R
||t ~P + ~R||3
permet de se ramener a` deux inte´grations d’une fonction.
Remarque. Le cas ~P = ~0 est mentionne´ dans [Dz].
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1.3 Configurations de vecteur d’inertie nul
Le volume alge´brique du paralle´lotope engendre´ par p ≥ 2 points ~a1, ..., ~ap,
note´ Vol(~a1, ...,~ap), est de´fini par :
Vol(~a1, ...,~ap) = det(~a2 − ~a1, ...,~ap − ~a1)·
On pose : ∆i = Vol(~ri+1, ..., ~rN , ~r1, ..., ~ri−1).
Le moment d’inertie de la configuration par rapport au point ~a, note´ I~a(~r1, ..., ~rN),
est de´fini par :
I~a(~r1, ..., ~rN) =
N∑
i=1
mi||~ri − ~a||2·
Proposition 3 Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
- La configuration (~r1, ..., ~rN) est de vecteur d’inertie nul. (1)
- Le moment d’inertie I~a(~r1, ..., ~rN) est inde´pendant de ~a. On l’appellera moment
d’inertie de la configuration. (2)
- Le moment d’inertie I~ri(~r1, ..., ~rN) est inde´pendant de i. (3)
Si, de plus, le sous-espace affine engendre´ par la configuration est de dimension
N − 2, ces proprie´te´s sont e´quivalentes a` la proprie´te´ suivante :
- Le vecteur (m1, ..., mN) est coline´aire a` (−∆1, ∆2, ..., (−1)N−1∆N−1, (−1)N∆N )
si N est pair, et a` (∆1, ..., ∆N) si N est impair. (4)
Preuve. Posons : I(~a,~r1, ..., ~rN) = I~a(~r1, ..., ~rN). Supposons ~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0.
On a alors, pour tout ~a :
∂I
∂~a
(~a,~r1, ..., ~rN) = −2~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0·
Donc I~a(~r1, ..., ~rN) est inde´pendant de ~a. La proprie´te´ (1) implique donc la pro-
prie´te´ (2).
La proprie´te´ (2) implique trivialement la proprie´te´ (3).
Supposons qu’il existe une constante C telle que l’on ait, pour tout i :
N∑
j=1
mj||~rj − ~ri||2 = C (i)
La combinaison line´aire
∑N
i=1 mi(i) et l’e´galite´ de Leibniz nous donnent la nullite´
du vecteur d’inertie. Donc la proprie´te´ (3) implique la proprie´te´ (1).
Supposons que la proprie´te´ (1) soit vraie et que le sous-espace affine engendre´
par la configuration soit de dimension N − 2. On a :
∆1 = det(~r3−~r2, ..., ~rN−~r2) = det(~r3−~r2, (~r4−~r3)+(~r3−~r2), ..., (~rN−~r3)+(~r3−~r2))
= det(~r3 − ~r2, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3) = − det(~r2 − ~r3, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3),
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∆2 = det(~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3, ~r1 − ~r3) = (−1)N−3 det(~r1 − ~r3, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3)·
Supposons m1 + m2 = 0. Si N est pair :
∆2 −∆1 = − det(~r1 − ~r3, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3) + det(~r2 − ~r3, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3)
= det(~r2 − ~r1, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3) = 0·
Si N est impair :
∆1 + ∆2 = det(~r1 − ~r2, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3) = 0·
On suppose maintenant : m1+m2 6= 0. On note ~r le barycentre de {(~r1, m1), (~r2, m2)},
qui est aussi le barycentre de {(~r3, m3), ..., (~rN , mN)}. On a :
∆1 = − det(~r2 − ~r3, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3) = − det(~r2 − ~r, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3)·
Par ailleurs :
∆2 = (−1)N+1 det(~r1 − ~r3, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3)
= (−1)N+1 det(~r1 − ~r, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3)
= (−1)N+1 det
(
−m2
m1
(~r2 − ~r), ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3
)
= −m2
m1
(−1)N+1 det(~r2 − ~r, ~r4 − ~r3, ..., ~rN − ~r3)·
D’ou` : ∆2 = (−1)N+1∆1m2/m1. Si N est pair, m1∆2 = −m2∆1. Si N est impair,
m1∆2 = m2∆1. En effectuant des permutations sur les corps, on prouve la pro-
prie´te´ (4).
Supposons que le sous-espace affine engendre´ par la configuration soit de dimen-
sion N − 2 et que la proprie´te´ (4) soit vraie. Comme la configuration est contenue
dans un sous-espace affine de dimension N − 2, il existe m′1, ..., m′N non tous nuls,
de somme nulle, tels que l’on ait : m′1~r1 + ... + m
′
N~rN = ~0. Supposons qu’il existe i
tel que m′i = 0. Alors ∆i = 0. Comme (−∆1, ..., (−1)N∆N) ou (∆1, ..., ∆N) est co-
line´aire a` (m1, ..., mN) et m1, ..., mN 6= 0 , on a : ∆1 = ... = ∆N = 0. Donc
le sous-espace affine engendre´ par la configuration est de dimension infe´rieure
ou e´gale a` N − 3, ce qui est impossible. Donc pour tout i, m′i 6= 0. En appli-
quant le raisonnement pre´ce´dent, on montre que (m′1, ..., m
′
N) est coline´aire a`
(−∆1, ∆2, ..., (−1)N−1∆N−1, (−1)N∆N) si N est pair, et a` (∆1, ..., ∆N) si N est
impair. Il est donc coline´aire a` (m1, ..., mN). Comme (m
′
1, ..., m
′
N) et (m1, ..., mN )
ne sont pas nuls, il existe α 6= 0 tel que l’on ait : (m′1, ..., m′N) = α(m1, ..., mN), ce
qui prouve la proprie´te´ (1).
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2 Solutions homographiques planes et homothe´-
tiques associe´es a` des masses de signe quel-
conque
A masses positives, les solutions homographiques constituent une ge´ne´ralisation
classique des solutions du proble`me des deux corps. Une classification de ces mouve-
ments a` masses positives est donne´e dans [AC], ou` les configurations qui admettent
de tels mouvements sont caracte´rise´es par un syste`me d’e´quations alge´briques.
Mais l’e´tude faite dans [AC] repose notamment sur l’existence d’un produit scalaire
associe´ aux masses, qui n’existe plus lorsque les masses sont de signe quelconque.
Nous allons nous restreindre dans cette section aux mouvements homothe´tiques
et aux mouvements homographiques dont la configuration a` translation pre`s reste
dans le meˆme plan.
2.1 Une condition ne´cessaire et suffisante sur la configura-
tion et les vitesses a` la date 0
Une configuration est dite centrale si, et seulement si, il existe un re´el ξ, appele´
multiplicateur, tel que l’on ait pour tous i, j :
~γj(~r1, ..., ~rN)− ~γi(~r1, ..., ~rN) = 2ξ(~rj − ~ri)·
Si ξ 6= 0, il existe un unique ~Ω, appele´ centre, tel que l’on ait, pour tout i :
~γi(~r1, ..., ~rN) = 2ξ(~ri − ~Ω).
Si tous les ~γi(~r1, ..., ~rN) sont nuls, la configuration est appele´e e´quilibre absolu.
Etant donne´e une configuration plane, identifions C et le plan vectoriel associe´.
La configuration est dite centrale complexe (ou ”dizzy”, [Al2]) si, et seulement si,
il existe un nombre complexe ξ, appele´ multiplicateur, tel que l’on ait pour tous i,
j :
~γj(~r1, ..., ~rN)− ~γi(~r1, ..., ~rN) = 2ξ(~rj − ~ri)·
Si ξ 6= 0, il existe unique ~Ω, appele´ centre, tel que l’on ait, pour tout i :
~γi(~r1, ..., ~rN) = 2ξ(~ri − ~Ω)·
Proposition 4 A somme des masses non nulle, une configuration centrale de
multiplicateur nul est un e´quilibre absolu.
Preuve. On a, pour tout i :
~0 = m1~γ1(~r1(0), ..., ~rN(0)) + ... + mN~γN(~r1(0), ..., ~rN(0))
= (m1 + ... + mN )~γi(~r1(0), ..., ~rN(0))
car les ~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) sont e´gaux. Donc pour tout i, ~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) = ~0.
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Proposition 5 Pour une configuration centrale (respectivement centrale complexe)
de multiplicateur non nul :
- A somme des masses non nulle, son centre est le centre d’inertie.
- A somme des masses nulle, son vecteur d’inertie est nul.
Preuve. Il suffit d’e´crire :
~0 =
N∑
i=1
mi~γi(~r1, ..., ~rN) =
N∑
i=1
2ξmi(~ri − ~Ω)·
Proposition 6 La valeur du potentiel est nulle pour un e´quilibre absolu.
A somme des masses nulle, une configuration centrale de multiplicateur nul ve´rifie,
pour tout i :
U(~r1, ..., ~rN) = −(~γi(~r1, ..., ~rN)|~λ(~r1, ..., ~rN))·
A somme des masses quelconque, une configuration centrale (respectivement cen-
trale complexe) de multiplicateur ξ non nul, de centre ~Ω, ve´rifie :
U(~r1, ..., ~rN) = −2ξI~Ω(~r1, ..., ~rN)·
Preuve. Conside´rons une configuration centrale (respectivement centrale com-
plexe) de multiplicateur ξ. On a, d’apre`s l’homoge´ne´ite´ du potentiel et son inva-
riance par translation :
−U(~r1, ..., ~rN) = dU(~r1, ..., ~rN)(~r1 − ~Ω, ..., ~rN − ~Ω) =
N∑
i=1
mi(~γi(~r1, ..., ~rN)|~ri − ~Ω)·
Si ~γi(~r1, ..., ~rN) = ~0 pour tout i, la valeur du potentiel est nulle.
A somme des masses nulle, si ξ = 0, on a, pour tout i :
−U(~r1, ..., ~rN) = (~γi(~r1, ..., ~rN)|~λ(~r1, ..., ~rN))·
Supposons maintenant ξ 6= 0 a` somme des masses quelconque. On conside`re le
cas d’une configuration centrale complexe. Le cas d’une configuration centrale est
analogue. On a :
−U(~r1, ..., ~rN) = 2Re(ξ)I~Ω(~r1, ..., ~rN)·
On a par ailleurs, d’apre`s l’invariance du potentiel par rotation et translation :
0 = dU(~r1, ..., ~rN)(i(~r1 − ~Ω), ..., i(~rN − ~Ω)) =
N∑
i=1
mi(~γi(~r1, ..., ~rN)|i(~ri − ~Ω))
=
N∑
i=1
miRe(2ξ¯i|~ri − ~Ω|2)·
D’ou` : Im(ξ)I~Ω(~r1, ..., ~rN) = 0.
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Remarque 1. Le fait que la valeur du potentiel soit nulle pour un e´quilibre
absolu prouve qu’il n’y a pas d’e´quilibre absolu pour des masses de meˆme signe.
Remarque 2. D’apre`s cette proposition, pour une configuration centrale com-
plexe de multiplicateur imaginaire, le moment d’inertie par rapport a` son centre
est nul.
Un mouvement de N corps est dit homothe´tique (respectivement homogra-
phique) si, et seulement si, il existe une homothe´tie line´aire (respectivement une
similitude line´aire) de´pendant du temps s telle que, pour tous i, j, on ait :
~rj(t)− ~ri(t) = s(t)(~rj(0)− ~ri(0))·
Cette de´finition est inde´pendante de l’origine des dates choisie. Au cours d’un
mouvement homothe´tique, la configuration est centrale. Si, au cours d’un mouve-
ment homographique, la configuration a` translation pre`s reste dans un meˆme plan
(identifie´ avec C), elle est centrale complexe.
Proposition 7 Supposons que la configuration soit centrale complexe de multipli-
cateur ξ a` la date 0, et qu’il existe un complexe s0 tel que l’on ait, pour tous i,
j :
~˙rj(0)− ~˙ri(0) = s0(~rj(0)− ~ri(0))·
Soit s la solution de l’e´quation diffe´rentielle : s¨ = 2ξs/|s|3 (proble`me a` un centre
fixe place´ en 0, de masse complexe −2ξ), telle que s(0) = 1 et s˙(0) = s0. Le
mouvement est homographique, la configuration a` translation pre`s reste dans le
meˆme plan, et l’on a :
~rj(t)− ~ri(t) = s(t)(~rj(0)− ~ri(0))·
Si ξ = 0, le mouvement de chaque corps est rectiligne uniforme ou analogue a`
une solution du proble`me des deux corps a` somme des masses nulle. Et, dans
un re´fe´rentiel en translation, tous les corps effectuent un mouvement rectiligne
uniforme. Si la configuration a` l’instant 0 est un e´quilibre absolu, tous les corps
effectuent un mouvement rectiligne uniforme.
Si ξ 6= 0, tout se passe comme si chaque corps subissait l’action d’un seul corps de
masse complexe effectuant un mouvement rectiligne uniforme.
Preuve. Posons, pour i ≥ 2 :
γ˜i(r˜2, ..., r˜N) = ~γi(~0, r˜2, ..., r˜N)− ~γ1(~0, r˜2, ..., r˜N), r˜i(t) = s(t)(~ri(0)− ~r1(0))·
On a :
¨˜ri(t) = s¨(t)(~ri(0)− ~r1(0)) = 2ξ s(t)|s(t)|3 (~ri(0)− ~r1(0))
=
s(t)
|s(t)|3 (~γi(~r1(0), ..., ~rN(0))− ~γ1(~r1(0), ..., ~rN(0)))
=
s(t)
|s(t)|3 γ˜i(r˜2(0), ..., r˜N(0)) = γ˜i(r˜2(t), ..., r˜N(t))·
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Donc (r˜2, ..., r˜N) est solution du syste`me diffe´rentiel : ¨˜ri = γ˜i(r˜2, ..., r˜N), i ≥ 2.
Comme (~r2 − ~r1, ..., ~rN − ~r1) est solution du meˆme syste`me diffe´rentiel, et r˜i(0) =
~ri(0)− ~r1(0), ˙˜ri(0) = ~˙ri(0)− ~˙r1(0), on a :
(r˜2, ..., r˜N) = (~r2 − ~r1, ..., ~rN − ~r1)·
D’ou` : ~ri(t) = ~r1(t) + s(t)(~ri(0)− ~r1(0)). Ainsi :
~rj(t)− ~ri(t) = ~r1(t) + s(t)(~rj(0)− ~r1(0))− (~r1(t) + s(t)(~ri(0)− ~r1(0)))·
~rj(t)− ~ri(t) = s(t)(~rj(0)− ~ri(0)) (1)
On en de´duit :
~¨ri(t) = ~γi(~r1(t), ..., ~rN(t)) =
s(t)
|s(t)|3~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) (2)
Si ξ = 0, s est une fonction affine du temps. Donc si l’on fixe ~r1, d’apre`s (1), chaque
corps effectue un mouvement rectiligne uniforme. D’apre`s (2), si l’on a :
~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) = ~0,
le mouvement du corps i est rectiligne uniforme. Si l’on a :
~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) 6= ~0,
il est analogue a` une solution du proble`me des deux corps a` somme des masses
nulle. Si la configuration a` l’instant 0 est un e´quilibre absolu, chaque corps effectue
donc un mouvement rectiligne uniforme.
Supposons ξ 6= 0. Soit ~Ω le centre de la configuration centrale complexe a` la date
0. Soit ~˙Ω = ~˙ri(0)−s0(~ri(0)−~Ω) (e´galite´ inde´pendante de i). Soit ~Ω(t) = ~Ω+t~˙Ω. On
peut remarquer comme pre´ce´demment que le mouvement (r˜1, ..., r˜N) de´fini par :
r˜i(t) = ~Ω(t) + s(t)(~ri(0)− ~Ω)
est solution des e´quations de Newton. En effet :
¨˜ri(t) = s¨(t)(~ri(0)− ~Ω) = 2ξ s(t)|s(t)|3 (~ri(0)−
~Ω)
=
s(t)
|s(t)|3~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) = ~γi(r˜1(t), ..., r˜N(t))·
De plus, (r˜1, ..., r˜N) ve´rifie les meˆmes conditions initiales que (~r1, ..., ~rN). Donc
(r˜1, ..., r˜N) = (~r1, ..., ~rN). Ainsi :
~ri(t)− ~Ω(t) = s(t)(~ri(0)− ~Ω) (1′)
Les relations (2) et (1′) nous donnent :
~¨ri(t) =
s(t)
|s(t)|3~γi(~r1(0), ..., ~rN(0)) = 2ξ
s(t)
|s(t)|3 (~ri(0)−
~Ω) =
2ξ
|s(t)|3 (~ri(t)−
~Ω(t))·
26
Si ~ri(0) = ~Ω, le corps i est toujours confondu avec le centre ~Ω(t). Sinon, on obtient,
en prenant le module de l’e´quation (1′) : |s(t)| = |~ri(t) − ~Ω(t)|/|~ri(0) − ~Ω|. Ceci
nous donne :
~¨ri(t) = 2ξ|~ri(0)− ~Ω|3 ~ri(t)−
~Ω(t)
|~ri(t)− ~Ω(t)|3
,
ce qui ache`ve la preuve de la proposition.
Proposition 8 Supposons que la configuration soit centrale de multiplicateur ξ a`
la date 0, et qu’il existe un re´el α0 tel que l’on ait, pour tous i, j :
~˙rj(0)− ~˙ri(0) = α0(~rj(0)− ~ri(0))·
Soit α la solution de l’e´quation diffe´rentielle : α¨ = 2ξ/α2 (proble`me line´aire a`
un centre fixe place´ en 0, de masse −2ξ), telle que α(0) = 1 et α˙(0) = α0. Le
mouvement est homothe´tique, et l’on a :
~rj(t)− ~ri(t) = α(t)(~rj(0)− ~ri(0))·
Si ξ = 0, le mouvement de chaque corps est rectiligne uniforme ou analogue a`
une solution du proble`me des deux corps a` somme des masses nulle. Et, dans
un re´fe´rentiel en translation, tous les corps effectuent un mouvement rectiligne
uniforme. Si la configuration a` l’instant 0 est un e´quilibre absolu, tous les corps
effectuent un mouvement rectiligne uniforme.
Si ξ 6= 0, tout se passe comme si chaque corps subissait l’action d’un seul corps
effectuant un mouvement rectiligne uniforme.
Preuve. Il suffit de reprendre les arguments de la preuve pre´ce´dente. Cette
fois, les ~ri appartiennent a` un espace affine de dimension quelconque, et s est re´el.
Remarque. Dans le proble`me des N tourbillons, et avec la meˆme de´finition
d’une configuration centrale et d’une configuration centrale complexe (les ~γj − ~γi
sont proportionnels aux ~rj − ~ri), il existe des analogues des propositions 7 et 8.
Comme les e´quations de Helmholtz sont du premier ordre, la condition sur les
vitesses initiales :
~˙rj(0)− ~˙ri(0) = s0(~rj(0)− ~ri(0))
disparaˆıt. Supposons ainsi qu’une configuration de N tourbillons soit centrale com-
plexe de multiplicateur ξ a` la date 0. Soit s la solution de l’e´quation diffe´rentielle :
s˙ = 2ξs/|s|2 telle que s(0) = 1 (par rapport aux e´nonce´s pre´ce´dents, l’ordre de
l’e´quation et l’exposant de |s| ont e´te´ modifie´s). Le mouvement est alors homogra-
phique, et l’on a :
~rj(t)− ~ri(t) = s(t)(~rj(0)− ~ri(0))·
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2.2 Configurations centrales complexes de trois corps
Configurations coline´aires.
Proposition 9 Etant donne´s trois corps de masses m1, m2, m3, il existe au plus
trois configurations centrales coline´aires de ces trois corps de la forme (r1 = 0, r2 =
1, r3 > 1) (on identifie chaque vecteur avec sa mesure alge´brique). Si les masses
sont positives, il en existe exactement une. Pour certains syste`mes de masses, il
existe trois configurations centrales coline´aires de la forme (0, 1, r3 > 1).
Preuve. On pourra se reporter a` [Al4]. Pour prouver qu’il existe au plus trois
configurations centrales coline´aires, il faut appliquer le the´ore`me de Rolle a` une
fonction bien choisie. Et l’on peut facilement trouver des cas ou` un syste`me de
masses de la forme (m1, m2, m2) admet trois configurations centrales coline´aires.
Proposition 10 Dans cet e´nonce´, et seulement dans cet e´nonce´, on autorise des
masses nulles. Etant donne´e une configuration coline´aire de trois corps et deux
re´els ξ et M , il existe un unique syste`me de masses (dont certaines peuvent eˆtre
nulles) (m1, m2, m3) de somme M pour lequel la configuration est centrale de mul-
tiplicateur ξ.
Preuve. On peut supposer : r1 < r2 < r3. La configuration est centrale de
multiplicateur ξ si, et seulement si :{
2ξ(r2 − r1) = γ2(r1, r2, r3)− γ1(r1, r2, r3)
2ξ(r3 − r1) = γ3(r1, r2, r3)− γ1(r1, r2, r3){
2ξ(r2 − r1) = −(m1 + m2) r2−r1|r2−r1|3 + m3 r3−r2|r3−r2|3 + m3 r1−r3|r1−r3|3
2ξ(r3 − r1) = −(m1 + m3) r3−r1|r3−r1|3 + m2 r2−r3|r2−r3|3 + m2 r1−r2|r1−r2|3

2ξ(r2 − r1) = m3
(
1
(r2−r1)2 +
1
(r3−r2)2 − 1(r3−r1)2
)
− M
(r2−r1)2
2ξ(r3 − r1) = −m2
(
1
(r2−r1)2 +
1
(r3−r2)2 − 1(r3−r1)2
)
− M
(r3−r1)2
Comme r3 − r2 < r3 − r1, on a :
1
(r2 − r1)2 +
1
(r3 − r2)2 −
1
(r3 − r1)2 >
1
(r2 − r1)2 > 0·
D’ou` :
1
(r2 − r1)2 +
1
(r3 − r2)2 −
1
(r3 − r1)2 6= 0·
Le syste`me pre´ce´dent admet donc exactement une solution (m2, m3).
Proposition 11 A somme des masses nulle, les configurations centrales coline´aires
de trois corps sont les configurations sans collision (si i 6= j, ~ri 6= ~rj) de trois corps
de vecteur d’inertie nul. Leur multiplicateur n’est pas nul.
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Preuve. D’apre`s les e´quations ci-dessus, le multiplicateur d’une configuration
centrale coline´aire de trois corps de somme des masses nulle n’est pas nul. D’apre`s
la proposition 5, c’est donc que le vecteur d’inertie est nul.
Re´ciproquement, une configuration de trois corps sans collision de somme des
masses nulle et de vecteur d’inertie nul est coline´aire. Posons :
2ξ =
γ2(r1, r2, r3)− γ1(r1, r2, r3)
r2 − r1 ·
On a :
γ3(r1, r2, r3)− γ1(r1, r2, r3) = −m2
m3
(γ2(r1, r2, r3)− γ1(r1, r2, r3))
= −2ξm2
m3
(r2 − r1) = 2ξ(r3 − r1)·
La configuration est donc centrale.
Configurations non coline´aires.
Proposition 12 Une configuration non coline´aire de trois corps est centrale si, et
seulement si, c’est un triangle e´quilate´ral. Dans ce cas, elle est centrale pour tout
syste`me de masses. Son multiplicateur est nul si, et seulement si, la somme des
masses est nulle.
Donnons-nous une configuration non coline´aire et non isoce`le de trois corps et
identifions le plan de la configuration avec C. Il existe un syste`me de masses
(m1, m2, m3), unique a` homothe´tie pre`s, pour lequel la configuration est centrale
complexe de multiplicateur imaginaire (i. e. complexe non re´el). Une configuration
non coline´aire, isoce`le et non e´quilate´rale de trois corps n’est centrale complexe
pour aucun syste`me de masses.
Preuve. La configuration est centrale complexe de multiplicateur ξ si, et seule-
ment si : {
2ξ(~r2 − ~r1) = ~γ2(~r1, ~r2, ~r3)− ~γ1(~r1, ~r2, ~r3)
2ξ(~r3 − ~r1) = ~γ3(~r1, ~r2, ~r3)− ~γ1(~r1, ~r2, ~r3)
Ceci e´quivaut a` :{
2ξ(~r2 − ~r1) = −(m1 + m2) ~r2−~r1|~r2−~r1|3 + m3 ~r3−~r2|~r3−~r2|3 + m3 ~r1−~r3|~r1−~r3|3
2ξ(~r3 − ~r1) = −(m1 + m3) ~r3−~r1|~r3−~r1|3 + m2 ~r2−~r3|~r2−~r3|3 + m2 ~r1−~r2|~r1−~r2|3

2det(~r2 − ~r1, ξ(~r2 − ~r1)) = m3det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r3−~r2|3 − 1|~r3−~r1|3
)
2det(~r3 − ~r1, ξ(~r2 − ~r1)) = det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
m1+m2
|~r2−~r1|3 +
m3
|~r3−~r2|3
)
2det(~r2 − ~r1, ξ(~r3 − ~r1)) = −det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
m1+m3
|~r3−~r1|3 +
m2
|~r3−~r2|3
)
2det(~r3 − ~r1, ξ(~r3 − ~r1)) = m2det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r2−~r1|3 − 1|~r3−~r2|3
)
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Permutons les deux premie`res lignes et exprimons la nullite´ de la somme des masses
dans la troisie`me ligne :

2det(~r3 − ~r1, ξ(~r2 − ~r1)) = det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
m1+m2
|~r2−~r1|3 +
m3
|~r3−~r2|3
)
2det(~r2 − ~r1, ξ(~r2 − ~r1)) = m3det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r3−~r2|3 − 1|~r3−~r1|3
)
2det(~r3 − ~r1, ξ(~r3 − ~r1)) = m2det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r2−~r1|3 − 1|~r3−~r2|3
)
2det(~r3 − ~r2, ξ(~r3 − ~r2)) = 2det((~r3 − ~r1) + (~r1 − ~r2), ξ((~r3 − ~r1) + (~r1 − ~r2)))
= m1det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r3−~r1|3 − 1|~r2−~r1|3
)
Ce syste`me e´quivaut a` :

2(Reξ)det(~r3 − ~r1, ~r2 − ~r1) + 2(Imξ)det(~r3 − ~r2, i(~r2 − ~r1))
= det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
m1+m2
|~r2−~r1|3 +
m3
|~r3−~r2|3
)
2(Imξ)|~r2 − ~r1|2 = m3det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r3−~r2|3 − 1|~r3−~r1|3
)
2(Imξ)|~r3 − ~r1|2 = m2det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r2−~r1|3 − 1|~r3−~r2|3
)
2(Imξ)|~r3 − ~r2|2 = m1det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)
(
1
|~r3−~r1|3 − 1|~r2−~r1|3
)
Si la configuration est centrale non coline´aire, le premier membre de la qua-
trie`me e´galite´ s’annule, ce qui implique : |~r3−~r1| = |~r2−~r1|. De meˆme : |~r3−~r1| =
|~r3−~r2|. Donc la configuration est e´quilate´rale. On ve´rifie dans ce cas que si M = 0,
la configuration est centrale de multiplicateur nul, et que si M 6= 0, la configura-
tion est centrale de multiplicateur non nul.
Si la configuration est centrale complexe de multiplicateur imaginaire et n’est ni
isoce`le, ni coline´aire, les trois dernie`res e´galite´s de´finissent un unique (m1, m2, m3) a`
homothe´tie pre`s. Et la configuration est bien centrale pour ce triplet (m1, m2, m3) :
la partie imaginaire de ξ est de´finie par les trois dernie`res e´galite´s, la partie re´elle
se de´duit de la premie`re e´galite´.
Si la configuration est isoce`le, d’apre`s l’une des trois dernie`res e´galite´s, on a :
Imξ = 0. Donc la configuration est centrale. D’apre`s ce que l’on a de´montre´ plus
haut, si elle n’est pas coline´aire, elle est e´quilate´rale.
Proposition 13 A somme des masses nulle, la seule configuration centrale com-
plexe non coline´aire de trois corps est le triangle e´quilate´ral. Elle est centrale de
multiplicateur nul. Ce n’est pas un e´quilibre absolu.
Preuve. Si le multiplicateur n’e´tait pas nul, d’apre`s la proposition 5, le vecteur
d’inertie serait nul, donc la configuration serait coline´aire. D’apre`s la proposition
12, la seule configuration centrale non coline´aire de multiplicateur nul a` somme
des masses nulle est le triangle e´quilate´ral. On ve´rifie imme´diatement que ce n’est
pas un e´quilibre absolu.
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2.3 Configurations centrales de quatre corps a` somme des
masses nulle
La de´termination des configurations centrales est un proble`me difficile de`s
quatre corps. Leur finitude a` similitude pre`s quand les masses sont positives
fait l’objet du sixie`me proble`me de Smale pour le 21e`me sie`cle ([Sm]). Elle n’a
e´te´ de´montre´e que re´cemment dans le cas de quatre corps, et sa preuve actuelle
ne´cessite l’usage d’un ordinateur ([HM]). Il existe d’ailleurs un continuum de confi-
gurations centrales de cinq corps si l’on autorise une masse ne´gative ([Ro]). Un
continuum de configurations centrales de quatre corps a e´galement e´te´ mis en
e´vidence pour des particules charge´es (la charge pouvant eˆtre positive ou ne´gative)
en interaction e´lectrostatique, et non gravitationnelle ([AP]).
S’il est possible d’e´tudier nume´riquement les configurations centrales de quatre
corps de masses positives ([Si1]), le seul cas ou` l’on sache les de´nombrer est celui
ou` les quatre masses sont e´gales ([Al1]).
On se propose, dans cette section, d’e´noncer quelques proprie´te´s des confi-
gurations centrales de quatre corps dans le cas ou` la somme des masses M est
nulle, ainsi que le vecteur d’inertie ~λ. Cette dernie`re hypothe`se implique, puisque
N = 4, que la configuration est contenue dans un plan. D’apre`s la proprie´te´ 5, ces
configurations englobent les configurations centrales de quatre corps dans le cas :
M = 0, ξ 6= 0. On montre en particulier que, pour des masses (x,−x, y,−y), il
existe exactement deux configurations centrales non coline´aires telles que ~λ = ~0.
Ces configurations ont la forme d’un trape`ze.
Ce calcul est rendu possible par le fait qu’a` somme des masses nulle, l’existence
du vecteur d’inertie nous rame`ne a` un proble`me a` N−1 = 3 corps (proposition 14).
Dans toute cette section, on suppose : M = 0.
On pose :
U˜(~r1, ..., ~rN−1) =
∑
1≤i<j≤N−1
mimj
||~rj − ~ri|| + |mN |mN
N−1∑
i=1
mi
||∑N−1j=1 mj(~rj − ~ri)|| ·
C’est le potentiel newtonien engendre´ par les corps 1, ..., N − 1 et un corps de
masse −(m1 + ... + mN−1) place´ au centre d’inertie des corps 1, ..., N − 1. Ce
potentiel est invariant par translation et rotation et homoge`ne.
Proposition 14 On suppose que ~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0. Les proprie´te´s suivantes sont
e´quivalentes :
- La configuration (~r1, ..., ~rN) est centrale pour le potentiel newtonien. (1)
- La configuration (~r1, ..., ~rN−1) est centrale pour le potentiel U˜ . (2)
- Il existe I tel que la configuration (~r1, ..., ~rN) soit un point critique de U restreinte
aux configurations ve´rifiant : I~r1 = ... = I~rN = I. (3)
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- Il existe I tel que la configuration (~r1, ..., ~rN−1) soit un point critique de U˜ res-
treinte aux configurations de moment d’inertie I par rapport a` leur centre d’inertie.
(4)
Preuve. Notons V la restriction de U aux configurations de vecteur d’inertie
nul. On a : V (~r1, ..., ~rN) = U˜(~r1, ..., ~rN−1). La proprie´te´ (1) est vraie si, et seulement
si, il existe un re´el ξ tel que pour tous δ~r1, ..., δ~rN ve´rifiant : ~λ(δ~r1, ..., δ~rN) = ~0,
on ait l’e´galite´ suivante, qui est inde´pendante de l’origine ~a choisie :
2ξ((m1(~r1 − ~a)|δ~r1) + ... + (mN(~rN − ~a)|δ~rN))
= (m1~γ1(~r1, ..., ~rN)|δ~r1) + ... + (mN~γN(~r1, ..., ~rN)|δ~rN)
= dU(~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN) = dV (~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN)·
Montrons que les proprie´te´s (1) et (2) sont e´quivalentes. Si, dans l’e´galite´
pre´ce´dente, on prend δ~r1 = ... = δ~rN = ~u, on obtient : ξ~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0,
conse´quence de l’hypothe`se : ~λ = ~0. Comme les sous-espaces {(~u, ..., ~u), ~u ∈ E} et
{(δ~r1, ..., δ~rN−1,~0), δ~r1, ..., δ~rN−1 ∈ E} sont supple´mentaires dans EN , la proprie´te´
(1) est vraie si, et seulement si, pour tous δ~r1, ..., δ~rN−1 tels que :
~λ(δ~r1, ..., δ~rN−1,~0) = ~0,
on a :
2ξ((m1(~r1 − ~a)|δ~r1) + ... + (mN(~rN − ~a)|δ~rN−1)) = dV (~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN−1,~0)
= dU˜(~r1, ..., ~rN−1)(δ~r1, ..., δ~rN−1)·
Ceci e´quivaut a` la proprie´te´ (2).
La proprie´te´ (1) est vraie si, et seulement si, il existe un re´el ξ tel que pour
tous δ~r1, ..., δ~rN ve´rifiant : ~λ(δ~r1, ..., δ~rN) = ~0, on ait :
dV (~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN) = 2ξ((m1(~r1 − ~a)|δ~r1) + ... + (mN(~rN − ~a)|δ~rN))
= ξdI~a(~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN)·
Ceci revient a` dire que (~r1, ..., ~rN) est un point critique de la restriction de U aux
configurations de vecteur d’inertie nul ayant une valeur de I~a fixe´e. D’apre`s la pro-
position 3, ceci e´quivaut a` dire que la configuration (~r1, ..., ~rN) est un point critique
de la restriction de U aux configurations de vecteur d’inertie nul ayant une valeur
de I~rN fixe´e.
Comme, d’apre`s la proposition 3, les configurations de vecteur d’inertie nul
sont celles qui ve´rifient : I~r1 = ... = I~rN , les proprie´te´s (1) et (3) sont e´quivalentes.
Pour une configuration (~r1, ..., ~rN) de vecteur d’inertie nul :
I~rN (~r1, ..., ~rN) = I~rN (~r1, ..., ~rN−1),
et ~rN est le centre d’inertie de ~r1, ..., ~rN−1. Ainsi, d’apre`s le paragraphe pre´ce´dent,
les proprie´te´s (1) et (4) sont e´quivalentes.
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Proposition 15 Etant donne´e une configuration de vecteur d’inertie nul, il est
e´quivalent d’e´crire que tous les ∆i (de´finis dans la section 1) sont nuls ou que l’un
au moins des ∆i est nul.
Soit M l’ensemble des configurations a` isome´trie pre`s de N corps de vecteur d’iner-
tie nul telles que l’un des ∆i ne soit pas nul (i. e. telles que tous les ∆i soient
non nuls). Soit N l’ensemble des (sij)1≤i<j≤N tels que m1si1 + ... + mNsiN soit
inde´pendant de i (en posant sii = 0 et sij = sji si j < i). Les carre´s des distances
mutuelles de´finissent un diffe´omorphisme de M dans un ouvert U de N.
Preuve. La premie`re assertion de´coule de la proposition 3.
Reprenant les notations de [AC], posons :
D
∗ = {(ξ1, ..., ξN) ∈ RN , ξ1 + ... + ξN = 0}·
L’espace D∗ est le dual de D = RN/(1, ..., 1). On peut alors identifier N a` l’es-
pace des applications line´aires β : D∗ → D syme´triques (tβ = β) telles que
β(m1, ..., mN ) = 0 (poser : 〈β(ξ1, ..., ξN), (ξ′1, ..., ξ′N)〉 = −
∑
1≤i<j≤N ξiξ
′
jsij). Soit U
l’ouvert constitue´ des applications line´aires β positives (pour tout ξ, 〈β(ξ), ξ〉 ≥ 0)
de noyau vect(m1, ..., mN). On montre, en reprenant les arguments de la preuve
de la proposition 1.8 de [AC], que les carre´s des distances mutuelles de´finissent
une bijection de M dans U. On montre e´galement, en reprenant les arguments de
la preuve de la proposition 1.12 de [AC], qu’elles de´finissent un diffe´omorphisme
local.
Proposition 16 Une configuration plane non coline´aire de quatre corps est cen-
trale de vecteur d’inertie nul pour un certain syste`me de masses non nulles, de
somme nulle si, et seulement si :
- Trois corps quelconques ne sont jamais aligne´s.
- Les distances mutuelles ve´rifient l’e´galite´ :
1
||~r2 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r3||3 =
1
||~r3 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r2||3 =
1
||~r3 − ~r2||3+
1
||~r4 − ~r1||3 = C·
Dans ce cas, les vecteurs (m1, m2, m3, m4) et (−∆1, ∆2,−∆3, ∆4) sont coline´aires.
Preuve. Conside´rons une configuration plane, non coline´aire de quatre corps,
de vecteur d’inertie nul pour des masses non nulles, de somme nulle. Il existe un i
tel que ∆i 6= 0. Donc, d’apre`s la proposition 15, pour tout i : ∆i 6= 0. Donc trois
des corps ne sont jamais aligne´s.
Conside´rons une configuration plane de quatre corps telle que, pour tout i,
∆i 6= 0. D’apre`s les propositions 3 et 14, elle est centrale de vecteur d’inertie nul
(pour un certain syste`me de masses non nulles, de somme nulle) si, et seulement si,
c’est un point critique de U a` I~r1 = I~r2 = I~r3 = I~r4 fixe´ (pour ce syste`me de masses).
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D’apre`s la proposition 15, ceci e´quivaut a` dire qu’il existe ξ1, ξ2, ξ3, ξ4 tels que
((sij = ||~rj − ~ri||2)1≤i<j≤4, (ξi)1≤i≤4) soit un point critique de la fonction :
((sij)1≤i<j≤4, (ξi)1≤i≤4) →
∑
1≤i<j≤4
mimjs
−1/2
ij +
4∑
i=1
miξi
4∑
j=1
mjsij
(les multiplicateurs de Lagrange sont les miξi). On ve´rifie que ceci e´quivaut a` :
1
||~r2 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r3||3 = s
−3/2
12 + s
−3/2
34 = 2(ξ1 + ξ2) + 2(ξ3 + ξ4)
=
1
||~r3 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r2||3 =
1
||~r3 − ~r2||3 +
1
||~r4 − ~r1||3 ·
Cette relation ne fait pas intervenir les masses.
Remarque. On aurait pu obtenir ces e´quations en remplac¸ant, dans les e´quations
de Laura-Andoyer ([Al3]), chaque terme ∆i par (−1)imi.
The´ore`me 1 Il n’existe pas de configuration centrale cocyclique de quatre corps de
somme des masses nulle et de vecteur d’inertie nul. Il n’existe pas de configuration
centrale non coline´aire de quatre corps de somme des masses nulle et de vecteur
d’inertie et moment d’inertie nuls.
Preuve. Conside´rons une e´ventuelle configuration centrale cocyclique de quatre
corps de vecteur d’inertie nul. On peut supposer que les corps sont dans l’ordre :
1, 2, 3, 4 sur le cercle. On note θijk la mesure de l’arc de cercle non oriente´ joignant
~ri et ~rk et passant par ~rj. C’est un e´le´ment de ]0, 2pi[. Comme θ123 + θ143 = 2pi, on
peut supposer θ123 ≤ pi, quitte a` permuter les corps 2 et 4. Comme θ412 +θ432 = 2pi,
on peut supposer θ432 ≤ pi, quitte a` permuter les corps 1 et 3. Comme θ123 ≤ pi,
on a : ||~r2 − ~r1|| < ||~r3 − ~r1||. Comme θ432 ≤ pi, on a : ||~r4 − ~r3|| < ||~r4 − ~r2||. Or la
proposition 16 nous donne :
1
||~r2 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r3||3 =
1
||~r3 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r2||3 ,
ce qui est impossible.
Conside´rons une e´ventuelle configuration centrale non coline´aire de quatre
corps de vecteur d’inertie et moment d’inertie nuls. Le point ~r4 est le centre d’iner-
tie de ~r1, ~r2, ~r3 pour les masses m1, m2, m3. Donc d’apre`s la formule de Leibniz,
on a, pour tout ~r :
m1||~r1 − ~r||2 + m2||~r2 − ~r||2 + m3||~r3 − ~r||2 − (m1 + m2 + m3)||~r4 − ~r||2
= m1||~r1 − ~r4||2 + m2||~r2 − ~r4||2 + m3||~r3 − ~r4||2 = 0·
Si l’on choisit pour ~r le centre du cercle circonscrit a` ~r1, ~r2, ~r3, cette e´galite´ implique
que ~r4 est sur ce cercle circonscrit. Or nous venons de voir que c’est impossible.
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Remarque. L’e´tude des configurations centrales cocycliques de quatre corps
a` somme des masses non nulle est difficile. On sait que si le centre d’inertie est
le centre du cercle, les masses sont ne´cessairement e´gales, et la configuration est
un carre´ ([Ha]). Il en est de meˆme lorsque le centre du cercle est l’intersection des
diagonales ([Sa]).
Proposition 17 Le multiplicateur d’une configuration centrale non coline´aire de
quatre corps de vecteur d’inertie nul a pour expression :
ξ = −1
2
U˜(~r1, ~r2, ~r3)
I(~r1, ~r2, ~r3)
= −1
2
(
m4C +
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m2 + m3
||~r3 − ~r2||3 +
m1 + m3
||~r3 − ~r1||3
)
,
ou` I est le moment d’inertie par rapport au centre d’inertie (I(~r1, ~r2, ~r3) 6= 0
d’apre`s le the´ore`me 1) et C est la constante de´finie dans la proposition 16. Cette
expression reste valable apre`s permutation des indices des corps.
Preuve. D’apre`s le calcul effectue´ dans la preuve de la proposition 14, la confi-
guration (~r1, ~r2, ~r3) est centrale pour le potentiel U˜ , de multiplicateur ξ. On voit
facilement que la proposition 6 est aussi valable pour le potentiel U˜ , homoge`ne
de degre´ −1 et invariant par translation. Que l’on ait : ξ = 0 (dans ce cas,
comme m1 + m2 + m3 = −m4 6= 0, la configuration (~r1, ~r2, ~r3) est un e´quilibre
absolu pour le potentiel U˜) ou ξ 6= 0, cette proposition nous donne la relation :
ξ = −U˜(~r1, ~r2, ~r3)/(2I(~r1, ~r2, ~r3)).
On a :
2ξ(~r2 − ~r1) = ~γ2(~r1, ~r2, ~r3, ~r4)− ~γ1(~r1, ~r2, ~r3, ~r4)
= m1
~r1 − ~r2
||~r1 − ~r2||3 + m3
~r3 − ~r2
||~r3 − ~r2||3 + m4
~r4 − ~r2
||~r4 − ~r2||3
−m2 ~r2 − ~r1||~r2 − ~r1||3 −m3
~r3 − ~r1
||~r3 − ~r1||3 −m4
~r4 − ~r1
||~r4 − ~r1||3 ·
D’ou` : (
2ξ +
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m3
||~r3 − ~r1||3 +
m4
||~r4 − ~r1||3
)
~r1
+
(
−2ξ − m1 + m2||~r2 − ~r1||3 −
m3
||~r3 − ~r2||3 −
m4
||~r4 − ~r2||3
)
~r2
+m3
(
1
||~r3 − ~r2||3 −
1
||~r3 − ~r1||3
)
~r3 + m4
(
1
||~r4 − ~r2||3 −
1
||~r4 − ~r1||3
)
~r4 = ~0·
Comme la configuration est plane non coline´aire, il existe un unique (ξ1, ξ2, ξ3, ξ4) a`
homothe´tie pre`s tel que : ξ1~r1+ξ2~r2+ξ3~r3+ξ4~r4 = ~0. Or m1~r1+m2~r2+m3~r3+m4~r4 =
~0. Donc (
2ξ +
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m3
||~r3 − ~r1||3 +
m4
||~r4 − ~r1||3 ,
−2ξ − m1 + m2||~r2 − ~r1||3 −
m3
||~r3 − ~r2||3 −
m4
||~r4 − ~r2||3
)
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=(
2ξ +
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m3
||~r3 − ~r1||3 −
m4
||~r3 − ~r2||3 + m4C ,
−2ξ − m1 + m2||~r2 − ~r1||3 −
m3
||~r3 − ~r2||3 +
m4
||~r3 − ~r1||3 −m4C
)
est coline´aire a` (m1, m2). D’ou` :
0 = 2(m1+m2)ξ+
(m1 + m2)
2
||~r2 − ~r1||3 +
m2m3 −m1m4
||~r3 − ~r1||3 +
m1m3 −m2m4
||~r3 − ~r2||3 +(m1+m2)m4C
= 2(m1 + m2)ξ +
(m1 + m2)
2
||~r2 − ~r1||3 +
(m1 + m2)(m1 + m3)
||~r3 − ~r1||3
+
(m1 + m2)(m2 + m3)
||~r3 − ~r2||3 + (m1 + m2)m4C·
D’ou` la proposition.
Dans le plan, on appellera bande d’un segment [~a,~b] l’ensemble des ~r + ~u, ou`
~r ∈ [~a,~b] et ~u⊥~b − ~a. Etant donne´ un trape`ze, on appellera bandes de ce trape`ze
les bandes associe´es aux bases. Notons-les B et B′. Si B ⊂ B′ ou B′ ⊂ B, on dira
que le trape`ze est e´quilibre´. Si B ∩B′ = ∅, on dira que le trape`ze est de´se´quilibre´.
Sinon, on dira que le trape`ze est semi-e´quilibre´.
The´ore`me 2 Soient x, y 6= 0. Une configuration centrale non coline´aire de vec-
teur d’inertie nul pour les masses (x,−x, y,−y) est un trape`ze semi-e´quilibre´, et
l’on a : ξ 6= 0.
Preuve. Comme x(~r2−~r1) = y(~r3−~r4), la configuration est un trape`ze. Quitte
a` permuter les indices des corps 1 et 2 ou 3 et 4, nous pourrons supposer : x, y > 0.
Supposons que le trape`ze soit e´quilibre´. Supposons, par exemple, y ≤ x. On a
alors : ||~r4 − ~r1|| < ||~r4 − ~r2||, ||~r3 − ~r2|| < ||~r3 − ~r1||. Ceci est incompatible avec la
relation :
1
||~r4 − ~r2||3 +
1
||~r3 − ~r1||3 =
1
||~r4 − ~r1||3 +
1
||~r3 − ~r2||3 ,
conse´quence de la proposition 16. Donc le trape`ze n’est pas e´quilibre´.
Supposons que le trape`ze soit de´se´quilibre´. Supposons, par exemple, y ≤ x. On
a : ||~r2 − ~r1|| < ||~r4 − ~r1||, ||~r4 − ~r3|| < ||~r3 − ~r2||. Ceci est incompatible avec la
relation :
1
||~r2 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r3||3 =
1
||~r4 − ~r1||3 +
1
||~r3 − ~r2||3 ·
Donc le trape`ze n’est pas de´se´quilibre´.
Supposons que l’on ait : ξ = 0. Supposons, par exemple, que [~r2, ~r4] soit la plus
grande diagonale. On a, d’apre`s la proposition 17 :
0 = m3C +
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m1 + m4
||~r4 − ~r1||3 +
m2 + m4
||~r4 − ~r2||3
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= y
(
1
||~r3 − ~r2||3 +
1
||~r4 − ~r1||3
)
+
x− y
||~r4 − ~r1||3 +
−x− y
||~r4 − ~r2||3 ·
1
||~r4 − ~r2||3 =
x
x + y
1
||~r4 − ~r1||3 +
y
x + y
1
||~r3 − ~r2||3 ·
Or cette relation ne peut eˆtre ve´rifie´e, car nous avons, puisque [~r2, ~r4] est la plus
grande diagonale : ||~r4 − ~r1||, ||~r3 − ~r2|| < ||~r4 − ~r2||. Donc ξ 6= 0.
The´ore`me 3 Etant donne´s deux re´els non nuls x et y, il existe exactement deux
configurations centrales (a` similitude pre`s) non coline´aires et de vecteur d’inertie
nul pour les masses (x,−x, y,−y). Ces configurations sont des trape`zes, syme´triques
l’un de l’autre par rapport a` une droite orthogonale aux bases. Si x = y ou x = −y,
les deux configurations centrales sont des losanges.
Preuve. On peut supposer x et y strictement positifs, quitte a` permuter les
indices des corps 1 et 2 et des corps 3 et 4.
Comme on recherche des configurations a` similitude pre`s, on peut supposer
||~r4 − ~r3|| = x. Une configuration de vecteur d’inertie nul pour les masses x, −x,
y, −y est un trape`ze. Notons ~a l’intersection des diagonales [~r1, ~r3] et [~r2, ~r4] du
trape`ze. La donne´e du trape`ze a` isome´trie pre`s est e´quivalente a` celle de ||~r3 −~a||
et ||~r4 − ~a|| telles que (||~r3 − ~a||, ||~r4 − ~a||, x) ve´rifient les ine´galite´s triangulaires.
Posons : u = ||~r3 − ~r1||2, v = ||~r4 − ~r2||2. Nous avons :
√
v
||~r4−~a|| =
√
u
||~r3−~a|| =
x+y
x
.
La donne´e du trape`ze a` isome´trie pre`s est e´quivalente a` celle de (u, v) tel que
(
√
u,
√
v, x + y) soient les longueurs des coˆte´s d’un triangle.
D’apre`s la proposition 3 :{
I~r2(~r1, ~r3, ~r4) = I~r1(~r2, ~r3, ~r4)
I~r2(~r1, ~r3, ~r4) = I~r3(~r1, ~r2, ~r4)
Ceci e´quivaut a` : { ||~r3 − ~r2||2 + ||~r4 − ~r1||2 = u + v − 2xy
(x + y)||~r3 − ~r2||2 = xu + yv − xy(x + y)
Posons :
ϕ
(
u
v
)
=
( x
x+y
y
x+y
y
x+y
x
x+y
)(
u
v
)
− xy
(
1
1
)
·
On a : ϕ = T ◦A, ou` A est l’affinite´ orthogonale par rapport a` la premie`re bissec-
trice et de rapport x−y
x+y
(qui est une projection orthogonale quand x = y), de valeur
absolue strictement infe´rieure a` 1, et T est la translation de vecteur −xy(1, 1).
Le syste`me pre´ce´dent est e´quivalent a` : (||~r3 − ~r2||2, ||~r4 − ~r1||2) = ϕ(u, v).
Si la configuration est centrale non coline´aire, on a, d’apre`s la proposition 16 :
1
||~r3 − ~r2||3 +
1
||~r4 − ~r1||3 =
1
u
3
2
+
1
v
3
2
=
1
x3
+
1
y3
·
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Posons : f(u, v) = 1
u3/2
+ 1
v3/2
. La relation pre´ce´dente e´quivaut a` :
f(u, v) = f(ϕ(u, v)) = f(x2, y2) (1)
Soit Γ la ligne de niveau de f associe´e a` la valeur f(x2, y2). Le couple (u, v) ve´rifie
l’e´quation (1) si, et seulement si, (u, v) ∈ Γ ∩ f−1(Γ). Pour tous x, y > 0, il existe
exactement deux solutions de (1) dans R∗+ × R∗+, de la forme (u, v) et (v, u). Ces
solutions sont les deux intersections de Γ et f−1(Γ), et de´pendent continuˆment de
x et y.
Re´ciproquement, conside´rons l’une des deux solutions (u, v) de (1). On a vu
que le couple (u, v) de´finissait un trape`ze a` isome´trie pre`s si, et seulement si, les
nombres (
√
u,
√
v, x+y) e´taient les longueurs des coˆte´s d’un triangle. Donc d’apre`s
la proposition 16, le couple (u, v) de´finit une configuration centrale non coline´aire
de vecteur d’inertie nul si, et seulement si, les nombres (
√
u,
√
v, x + y) sont les
longueurs des coˆte´s d’un triangle non aplati. Si x = y, on obtient :
(u, v) ≈ (3, 332979836; 0, 6670201635) ou (0, 6670201635; 3, 332979836)·
D’ou` :
(
√
u,
√
v, x + y) ≈ (1, 825645047; 0, 8167130240; 2)x
ou (0, 8167130240; 1, 825645047; 2)x·
Ce sont bien les coˆte´s d’un triangle non aplati. Supposons maintenant x 6= y.
Notons (u(t), v(t)) un couple solution associe´ a` x(t) = x et y(t) = x + t(y − x).
Pour t = 0, on a x(t) = y(t) et le triplet (
√
u(t),
√
v(t), x(t) + y(t)) de´finit bien
un triangle non aplati. Supposons qu’a` un certain instant t ≤ 1, le triangle soit
aplati. Les quatre corps forment alors un trape`ze aplati. Comme le trape`ze est semi-
e´quilibre´, les corps sont aligne´s dans l’ordre : 1, 4, 2, 3. D’ou` : ||~r4−~r1|| < ||~r2−~r1||
et ||~r3 − ~r2|| < ||~r4 − ~r3||. Ainsi :
1
||~r2 − ~r1|| +
1
||~r4 − ~r3|| <
1
||~r4 − ~r1|| +
1
||~r3 − ~r2|| ,
ce qui est impossible. Donc (
√
u,
√
v, x + y) = (
√
u(1),
√
v(1), x(1) + y(1)) de´finit
bien un triangle non aplati.
On passe d’une configuration centrale a` l’autre en permutant les variables u
et v. Ceci revient a` permuter les corps 1 et 2 et a` permuter les corps 3 et 4. Ceci
revient encore a` conside´rer l’image de la configuration par une syme´trie d’axe or-
thogonal aux bases du trape`ze. Dans l’une des deux solutions, la grande diagonale
du trape`ze a pour extre´mite´s les corps de masse positive. Dans l’autre solution,
elle a pour extre´mite´s les corps de masse ne´gative.
Quand x = y, chacune des configurations centrales est un paralle´logramme
d’apre`s la nullite´ de ~λ. En fait, dans ce cas, le vecteur ϕ(u˜, v˜) est coline´aire a` (1, 1)
pour tout (u˜, v˜), donc le vecteur (||~r3 − ~r2||2, ||~r4 − ~r1||2) = ϕ(u, v) est coline´aire a`
(1, 1). D’ou` :
2
||~r3 − ~r2||3 =
1
||~r3 − ~r2||3 +
1
||~r4 − ~r1||3 =
1
||~r2 − ~r1||3 +
1
||~r4 − ~r3||3 =
2
x3
·
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La configuration est un losange.
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Fig. 7 – Deux configurations centrales de vecteur d’inertie nul, pour les masses
(1,−1, r,−r) (on a indexe´ les corps en suivant l’ordre des aiguilles d’une montre,
le corps 1 est en haut a` gauche), ou` r = 0, 75 et r = 1. Le point mis en e´vidence
a` l’inte´rieur du trape`ze est le centre de la configuration centrale.
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Fig. 8 – Deux configurations centrales de vecteur d’inertie nul, pour les masses
(1,−1, r,−r), ou` r = 0, 1 et r = 0, 4.
2.4 Equilibres de N corps a` somme des masses nulle
Dans cette partie, on conside`re un potentiel homoge`ne ge´ne´ralisant le potentiel
newtonien, de la forme :
Uα(~r1, ..., ~rN) =
∑
1≤i<j≤N
mimj
α||~rj − ~ri||α si α 6= 0,
Uα(~r1, ..., ~rN) = −
∑
1≤i<j≤N
mimjln(||~rj − ~ri||) si α = 0,
α e´tant un re´el, appele´ exposant du potentiel. Les e´quations de Newton associe´es
a` ce potentiel ont l’expression :
~¨ri = ~γi(~r1, ..., ~rN) =
∑
j∈{1,...,N}\{i}
mj
~rj − ~ri
||~rj − ~ri||α+2 ·
La proposition suivante reformule, pour des potentiels d’exposant quelconque, la
proposition 6 dans le cas ou` la somme des masses et le multiplicateur sont nuls.
Proposition 18 Une configuration centrale de multiplicateur nul (les ~γi sont e´gaux)
pour des masses de somme nulle ve´rifie, pour tout k, la relation :∑
1≤i<j≤N
mimj
||~rj − ~ri||α = −(~γk(~r1, ..., ~rN)|
~λ(~r1, ..., ~rN))·
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Preuve. Pour tout ~a ∈ E, pour tout entier k :
(~γk(~r1, ..., ~rN)|~λ(~r1, ..., ~rN)) =
(
N∑
i=1
mi~γi(~r1, ..., ~rN)
∣∣∣∣∣~ri − ~a
)
= dUα(~r1, ..., ~rN)(~r1 − ~a, ..., ~rN − ~a) = −
∑
1≤i<j≤N
mimj
||~rj − ~ri||α ·
Notons que ce dernier terme est constant si α = 0. Ceci sugge`re d’e´tudier en
premier lieu le cas α = 0. Dans ce cas, les e´quations de Newton ont une expression
analogue a` celles de Helmholtz : le second membre posse`de le meˆme exposant. En
revanche, les e´quations de Newton sont du second ordre et celles de Helmholtz
sont du premier ordre, mais cela n’intervient pas dans l’e´tude des configurations
centrales.
La proposition suivante e´nonce, dans le langage du proble`me des N corps, un
re´sultat connu concernant les syste`mes de tourbillons, solutions des e´quations de
Helmholtz.
Proposition 19 Pour le potentiel logarithmique, il n’existe pas d’e´quilibre d’un
syste`me de N corps de masses de somme nulle.
Preuve. Pour un tel e´quilibre, les masses ve´rifieraient en effet :
N∑
i=1
m2i =
(
N∑
i=1
mi
)2
− 2
∑
1≤i<j≤N
mimj = 0
d’apre`s la proposition 18.
Remarque. L’argument de cette de´monstration permet e´galement de prouver
qu’un e´quilibre a` somme des masses nulle n’est pas e´quilate´ral (deux distances
mutuelles au moins sont distinctes).
Pour N ≥ 2, on note SN−1 la sphe`re unite´ de RN , munie de la norme euclidienne
standard. Soit SN−2 = {(x1, ..., xN) ∈ SN−1,
∑N
i=1 xi = 0}.
Proposition 20 Pour tout N ≥ 2, le maximum C(N) de ∑1≤i<j≤N |xi||xj| sur
SN−2 vaut : 1
2
(
N − 1− 1
N
)
si N est impair, 1
2
(N − 1) si N est pair.
Preuve. Pour tout (x1, ..., xN ) ∈ SN−2 :
∑
1≤i<j≤N
|xi||xj| = 1
2

( N∑
i=1
|xi|
)2
−
N∑
i=1
x2i

 ·
Il est facile de ve´rifier que la plus grande valeur critique de
∑N
i=1 |xi| sur SN−2∩R∗N
vaut :
√
N(1− 1/N 2) si N est impair, et √N si N est pair. Il suffit alors de ve´rifier
que cette valeur est supe´rieure au maximum de
∑N
i=1 |xi| sur le bord de SN−2∩R∗N .
Sur cet ensemble, l’un des xi s’annule, et l’on est en fait ramene´ a` un proble`me sur
SN−3, qui se traite de fac¸on analogue.
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Proposition 21 Pour tout N ≥ 2, toute configuration d’e´quilibre pour le potentiel
d’exposant α ∈ R, associe´e a` des masses de somme nulle, ve´rifie la relation :
sup
(x1,...,xN)∈SN−2
inf
s∈R
∑
1≤i<j≤N
|xi||xj|
∣∣∣∣1− s||~rj − ~ri||α
∣∣∣∣ ≥ 12 ·
Preuve. On peut supposer, par commodite´ :
∑N
i=1 m
2
i = 1. Pour tout k,
~γk(~r1, ..., ~rN) = ~0. Donc d’apre`s la proposition 18 :∑
1≤i<j≤N
mimj
||~rj − ~ri||α = 0·
D’ou` :
1 =
N∑
i=1
m2i =
(
N∑
i=1
mi
)2
−2
∑
1≤i<j≤N
mimj = −2
∑
1≤i<j≤N
mimj
(
1− s||~rj − ~ri||α
)
·
D’ou` :
1
2
≤
∑
1≤i<j≤N
|mi||mj|
∣∣∣∣1− s||~rj − ~ri||α
∣∣∣∣ ·
Il suffit alors de conside´rer le nombre re´el s qui minimise le membre de droite, et
le N -uplet (m1, ..., mN) qui maximise la borne obtenue.
Etant donne´e une configuration, on note lmin la plus petite distance entre deux
corps, et lmax la plus grande distance entre deux corps.
The´ore`me 4 Une configuration d’e´quilibre associe´e a` des masses de somme nulle,
ve´rifie : (
lmin
lmax
)|α|
≤ 2C(N)− 1
2C(N) + 1
,
C(N) e´tant de´fini dans l’e´nonce´ de la proposition 20.
Preuve.
1
2
≤
(
inf
s∈R
sup
1≤i<j≤N
∣∣∣∣1− s||~rj − ~ri||α
∣∣∣∣
)(
sup
(x1,...,xN)∈SN−2
∑
1≤i<j≤N
|xi||xj|
)
= C(N) inf
s∈R
sup
1≤i<j≤N
∣∣∣∣1− s||~rj − ~ri||α
∣∣∣∣ ·
On ve´rifie facilement que :
inf
s∈R
sup
1≤i<j≤N
∣∣∣∣1− s||~rj − ~ri||α
∣∣∣∣ = infs∈R sup
(∣∣∣∣1− slαmin
∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣1− slαmax
∣∣∣∣
)
=
|lαmax − lαmin|
lαmax + l
α
min
·
Remarque. La proposition 19 et l’absence d’e´quilibre e´quilate´ral a` somme des
masses nulle peuvent eˆtre vus comme des conse´quences imme´diates de ce re´sultat.
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3 Solutions rigides associe´es a` des masses de signe
quelconque
On e´tudie ici les mouvements rigides d’un syste`me de N corps quand les masses
sont de signe quelconque. On montre qu’au cours de tels mouvements, la configu-
ration est e´quilibre´e au sens de [AC], ce qui e´tait connu a` masses positives. Ceci
ne´cessite une preuve diffe´rente de celle donne´e dans [AC], car il n’existe plus de
produit scalaire associe´ aux masses. Une conse´quence de ce re´sultat est la constance
de la rotation au cours d’un mouvement rigide, fait bien connu pour des masses
positives.
L’espace vectoriel engendre´ par les acce´le´rations est toujours inclus dans l’es-
pace vectoriel engendre´ par les positions. Mais, quand les masses ne sont pas toutes
de meˆme signe, cette inclusion peut eˆtre stricte. Ceci permet de mettre en e´vidence
des mouvements rigides de dimension 3. Cette construction fait a` nouveau jouer
un roˆle particulier aux syste`mes de masses de somme nulle.
3.1 Notations
On utilise, dans cette section, les notations de l’article [AC], qui e´taient de´ja`
intervenues brie`vement dans la preuve de la proposition 15. On pose toujours :
D
∗ = {(ξ1, ..., ξN) ∈ RN , ξ1 + ... + ξN = 0}·
La configuration absolue ou configuration a` translation pre`s s’identifie a` l’applica-
tion line´aire x : D∗ → E, de´finie par :
x(ξ1, ..., ξN) = ξ1~r1 + ... + ξN~rN ·
La configuration a` l’instant t est note´e xt. De meˆme, l’e´tat absolu (positions et
vitesses a` translation pre`s) s’identifie a` une application line´aire z : D∗2 → E. On
notera parfois : z = (x, y). La configuration relative ou configuration a` isome´trie
pre`s s’identifie a` la forme biline´aire syme´trique positive β =t x ◦  ◦ x sur D∗, ou`
 : E → E∗ de´signe le produit scalaire de E. De meˆme, l’e´tat relatif E est de´fini
par : E =t z ◦  ◦ z.
On de´finit γ : D∗ → E par :
γ(ξ1, ..., ξN) = ξ1~γ1 + ... + ξN~γN ·
Soit ν : D∗ → D l’application line´aire de´finie par :
〈ν(ξ1, ..., ξN), (ξ′1, ..., ξ′N)〉 =
ξ1ξ
′
1
m1
+ ... +
ξNξ
′
N
mN
·
Le mouvement des corps a` translation pre`s est solution du syste`me diffe´rentiel :
 ◦ x¨ = dU(x) ◦ ν.
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Si M = m1 + ... + mN = 0, Kerν = vect(m1, ..., mN). Si M 6= 0, ν est une
bijection, et l’on peut poser : ν = µ−1. Les e´quations du mouvement peuvent
alors s’e´crire sous la forme :  ◦ x¨ ◦ µ = dU(x). C’est la forme sous laquelle elles
sont pre´sente´es dans [AC], qui suppose que les masses sont strictement positives.
La de´finition de µ que nous venons de donner correspond a` la caracte´risation (1)
de la proposition 1.15 de [AC]. C’est la seule caracte´risation qui posse`de encore
un sens quand M = 0. En posant : U(x) = Uˆ(β), on obtient la factorisation :
dU = 2 ◦ x ◦ dUˆ , ce qui permet d’e´crire : γ = 2x ◦ dUˆ ◦ ν = 2x ◦ A en de´finissant
l’endomorphisme de Wintner-Conley A par : A = dUˆ ◦ ν.
On appelle espace du mouvement l’espace vectoriel vect{xt(ξ), t ∈ R, ξ ∈ D∗}.
C’est l’espace vectoriel engendre´ par le mouvement a` translation pre`s.
Proposition 22 L’espace Imzt est inde´pendant de t. C’est l’espace du mouve-
ment.
Preuve. Pour tout sous-espace vectoriel F de E, l’espace vectoriel des e´tats
dont l’image est contenue dans F est invariant par le champ de vecteurs associe´
aux e´quations de Newton. Donc pour tout sous-espace F de E, si, a` l’instant
t0, Imzt0 ⊂ F , alors a` tout instant t, Imzt ⊂ F . Soient t1, t2 ∈ R. En pre-
nant F = Imzt1 , on obtient : Imzt2 ⊂ Imzt1 . De meˆme : Imzt1 ⊂ Imzt2 . Donc
Imzt1 = Imzt2 . Ainsi, Imzt est inde´pendant de t. Notons-le Imz.
Pour tous t, ξ : xt(ξ) ∈ Imxt ⊂ Imzt = Imz. Donc l’espace du mouvement est
contenu dans Imz.
Pour tous t0, ξ0 : yt0(ξ0) ∈ vect{xt(ξ0), t ∈ R} ⊂ vect{xt(ξ), t ∈ R, ξ ∈ D∗}.
Donc Imyt0 est inclus dans l’espace du mouvement. Donc Imz = Imxt0 + Imyt0 est
inclus dans l’espace du mouvement.
3.2 Un re´sultat d’alge`bre line´aire
Si F est un R-espace vectoriel, f un endomorphisme de F et b une application
line´aire : F → F ∗, on pose, comme dans [AC] : [f, b) =t f ◦ b− b ◦ f .
The´ore`me 5 Soient f un endomorphisme de F , R-espace vectoriel de dimension
finie, et b une application line´aire : F → F ∗ syme´trique (tb = b) positive (pour tout
u, 〈b(u), u〉 ≥ 0). Il est e´quivalent d’e´crire : [f, b) = 0 et [f, [f, b)) = 0.
Preuve. L’implication directe est e´vidente. L’implication re´ciproque est e´vidente
dans le cas ou` f est diagonalisable. Supposons [f, [f, b)) = 0 et f non diagonali-
sable. Il existe un polynoˆme re´el P irre´ductible dans R[X] et un entier d ≥ 1 tels
que l’endomorphisme induit par f sur KerP d(f) ne soit pas diagonalisable.
- Supposons que P soit de la forme X − α. Comme l’endomorphisme induit
par f sur KerP d(f) n’est pas diagonalisable, d ≥ 2. Soit u ∈ KerP d(f) tel que
P (f)(u) 6= 0. Soit p le plus grand entier tel que P p(f)(u) 6= 0. Posons :
ξ′ = P p−1(f)(u), ξ = P (f)(ξ ′) 6= 0·
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On a : (f − αId)(ξ) = 0. Par ailleurs :
0 = 〈[f, [f, b))(ξ′), ξ′〉 = 〈[f − αId, [f − αId, b))(ξ ′), ξ′〉
= 〈(t(f−αId)2◦b+b◦(f−αId)2−2t(f−αId)◦b◦(f−αId))(ξ ′), ξ′〉 = −2〈b(ξ), ξ〉·
D’ou`, puisque b est positive : b(ξ) = 0. Soit F˜ un hyperplan de F ne contenant
pas ξ. Dans {ξ, F˜}, f posse`de une matrice de la forme :
( ∗ ∗
(0) f˜
)
, b posse`de
une matrice de la forme :
(
0 (0)
(0) b˜
)
, ou` b˜ est syme´trique positive, [f, b) a pour
matrice :
(
0 (0)
(0) [f˜ , b˜)
)
, et [f, [f, b)) a pour matrice :
(
0 (0)
(0) [f˜ , [f˜ , b˜))
)
. On
conclut par re´currence.
- Supposons que P soit de la forme (X − α)2 + C, ou` C > 0. Soit u 6= 0
tel que P d(f)(u) = 0. Soit p le plus grand entier tel que P p(f)(u) 6= 0. Posons
ξ′ = P p(f)(u). On a : P (f)(ξ ′) = 0. Soit ξ = (f − αId)(ξ ′). On a :
0 = 〈[f, [f, b))(ξ′), ξ′〉 = 〈[f − αId, [f − αId, b))(ξ ′), ξ′〉
= 〈(t(f − αId)2 ◦ b + b ◦ (f − αId)2 − 2t(f − αId) ◦ b ◦ (f − αId))(ξ ′), ξ′〉
= −2C〈b(ξ′), ξ′〉 − 2〈b(ξ), ξ〉·
D’ou` : 〈b(ξ), ξ〉 = 〈b(ξ ′), ξ′〉 = 0. D’ou`, puisque b est positive : b(ξ) = b(ξ ′) = 0.
Soit F ′ = vect(ξ′, ξ). Le sous-espace F ′ est stable par f . Si F ′ = F , il est e´vident
que [f, b) = 0. Sinon, soit F˜ un supple´mentaire de F ′ dans F . Dans {F ′, F˜}, les
matrices de f , b, [f, b) et [f, [f, b)) sont de la meˆme forme que pre´ce´demment. On
conclut par re´currence.
D’apre`s ce the´ore`me, il est e´quivalent d’e´crire : [A, β) = 0 et [A, [A, β)) = 0.
Nous dirons dans ce cas que la configuration est e´quilibre´e. Les configurations
e´quilibre´es constituent une ge´ne´ralisation des configurations centrales. A masses
positives, ce re´sultat, qui constitue la proposition 2.6 de [AC], s’obtient facilement,
car A est syme´trique pour le produit scalaire µ, donc diagonalisable.
Nous dirons qu’une configuration e´quilibre´e est attractive si, et seulement si,
la forme biline´aire syme´trique β ◦A est ne´gative. Quand les masses sont positives,
cette de´finition est e´quivalente a` celle de [AC], d’apre`s un argument de la preuve
de la proposition 2.8 de [AC]. Notons que d’apre`s [Al3] et [AC], a` masses positives,
toutes les configurations e´quilibre´es sont attractives (pour le potentiel newtonien).
Donc pour des masses toutes ne´gatives, il n’y a pas de configuration e´quilibre´e
attractive.
3.3 Configurations e´quilibre´es et mouvements rigides
Nous reprenons la de´finition de [AC] d’un mouvement rigide et d’un e´quilibre re-
latif. Un mouvement est rigide si, et seulement si, les distances mutuelles ||~rj−~ri||2
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ne varient pas au cours du mouvement. Un e´quilibre relatif est un e´tat d’e´quilibre
des e´quations de Newton a` isome´trie pre´s.
L’e´nonce´ suivant de´crit les mouvements rigides les plus simples.
Proposition 23 Supposons que pour t = 0, on ait : γ = 0. Alors le mouvement
est rigide si, et seulement si, a` t = 0 : x˙ = 0. Dans ce cas, x est constant.
Preuve. Supposons que l’on ait, a` t = 0 : γ = 0. Si le mouvement est rigide,
on a : x¨ = γ = 0 a` tout instant. Donc pour tous i, j, il existe ~u, ~v ∈ E tels que
l’on ait : ~rj(t)−~ri(t) = t~u +~v. Puisque le mouvement est rigide, ~u = ~0, donc x est
constant, x˙ = 0. Re´ciproquement, si γ = 0 a` t = 0, le mouvement pour lequel x
est constant est la solution des e´quations de Newton telle que x˙ = 0 a` t = 0.
Les configurations de trois corps pour lesquelles γ = 0 sont les configurations
centrales de multiplicateur nul de trois corps e´tudie´es plus haut. La seule confi-
guration centrale non coline´aire de trois corps est le triangle e´quilate´ral. Elle est
centrale pour tout syste`me de masses. Son multiplicateur est nul si, et seulement
si, M = 0. Etant donne´e une configuration coline´aire de trois corps et un re´el
M , on montre qu’il existe un seul syste`me de masses (dont certaines peuvent eˆtre
nulles) de somme M pour lequel la configuration soit centrale de multiplicateur
nul.
The´ore`me 6 Au cours d’un mouvement rigide, l’e´tat est un e´quilibre relatif a` tout
instant. Si, au cours d’un mouvement, a` une certaine date, l’e´tat est un e´quilibre
relatif, le mouvement est rigide et la rotation est uniforme : il existe une application
line´aire Ω : E → E∗ antisyme´trique (tΩ = −Ω) constante telle que l’on ait, a` tout
instant : x˙ = −1 ◦ Ω ◦ x.
Preuve. La preuve du fait qu’au cours d’un mouvement rigide, l’e´tat soit un
e´quilibre relatif est la meˆme que celle de la proposition 2.5 de [AC], mais il faut
remplacer la proposition 2.6 de [AC] par le the´ore`me 5, qui permet de traiter le cas
ou` les masses sont de signe quelconque. La preuve du fait qu’un e´tat d’e´quilibre
relatif engendre un mouvement rigide a` rotation uniforme est contenue dans celle
de la proposition 2.9 de [AC].
Proposition 24 Une configuration est e´quilibre´e si, et seulement si, il existe une
application line´aire syme´trique S : Imx → (Imx)∗ telle que γ = 2x◦A = −1 ◦S ◦x
(par abus de langage, x et γ de´signent ici des applications a` valeurs dans Imx,
et  une application line´aire : Imx → (Imx)∗). Dans ce cas, S est unique. Une
configuration e´quilibre´e est attractive si, et seulement si, S est ne´gative.
Un e´tat est un e´quilibre relatif si, et seulement si, il existe une application line´aire
antisyme´trique Ω : E → E∗ telle que y = −1 ◦ Ω ◦ x, γ = (−1 ◦ Ω)2 ◦ x. Dans ce
cas, S est la restriction de Ω ◦ −1 ◦ Ω a` Imx.
Preuve. Supposons qu’il existe S syme´trique telle que : γ = −1 ◦ S ◦ x. On a
alors :
2tA ◦ β =t γ ◦  ◦ x =t x ◦ S ◦ x =t x ◦  ◦ γ = 2β ◦ A·
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La configuration est donc e´quilibre´e.
Re´ciproquement, supposons la configuration e´quilibre´e. Soient x˜ et γ˜ les res-
trictions de x et γ a` un supple´mentaire de Kerx. On a : γ˜ = (γ˜ ◦ x˜−1) ◦ x˜. Or,
puisque γ = 2x ◦ A :
tγ ◦  ◦ x = 2tA ◦ β = 2β ◦ A =t x ◦  ◦ γ·
Donc tγ˜ ◦ ◦ x˜ =t x˜ ◦ ◦ γ˜, et ◦ γ˜ ◦ x˜−1 est syme´trique. Il existe donc S = ◦ γ˜ ◦ x˜−1
syme´trique telle que l’on ait : γ˜ = −1 ◦ S ◦ x˜. Puisque tγ ◦  ◦ x =t x ◦  ◦ γ,
pour tout ξ tel que x(ξ) = ~0, γ(ξ) est dans l’orthogonal de Imx, donc γ(ξ) = ~0.
Donc Kerx ⊂ Kerγ. Donc pour ξ ∈ Kerx, on a encore : γ(ξ) = (−1 ◦ S ◦ x)(ξ).
Finalement : γ = −1 ◦ S ◦ x.
Supposons qu’il existe S1, S2 telles que l’on ait : γ = 
−1 ◦S1 ◦ x = −1 ◦S2 ◦ x.
On a : (S2 − S1) ◦ x = 0. Donc S1 = S2, il y a unicite´ de S.
On a : tγ ◦ ◦x =t x◦S ◦x. Donc la configuration est attractive si, et seulement
si, S est ne´gative.
Notons X le champ de vecteurs sur l’espace des e´tats absolus qui de´finit les
e´quations de Newton, et p l’application qui a` un e´tat associe l’e´tat relatif corres-
pondant. Un e´tat z est un e´quilibre relatif si, et seulement si : dp(X(z)) = 0.
Ceci e´quivaut a` dire qu’il existe une application line´aire Ω : E → E∗ anti-
syme´trique telle que : X(z) = −1 ◦Ω ◦ z. Cette e´galite´ e´quivaut a` : y = −1 ◦Ω ◦x,
γ = −1 ◦ Ω ◦ y = (−1 ◦ Ω)2 ◦ x.
On a montre´ en particulier, graˆce au the´ore`me 6, que la configuration au cours
d’un mouvement rigide e´tait e´quilibre´e. Si le mouvement est, de plus, plan, la
configuration est centrale, i. e. −1 ◦ S est une homothe´tie. En effet, il existe un
nombre complexe de module 1 de´pendant du temps z(t) tel que l’on ait : ~rj(t) −
~ri(t) = z(t)(~rj(0) − ~ri(0)). En de´rivant deux fois a` la date 0, on obtient : ~γj(0)−
~γi(0) = z
′′(0)(~rj(0) − ~ri(0)). Comme la configuration est e´quilibre´e, d’apre`s la
proposition 24, le produit a` gauche par z′′(0) est une application syme´trique. Donc
z′′(0) ∈ R, et la configuration est centrale.
Proposition 25 Etant donne´ un e´tat d’e´quilibre relatif, la configuration associe´e
est e´quilibre´e attractive. On note r le rang d’une configuration e´quilibre´e attractive
et s le nombre de valeurs propres de −1 ◦ S non nulles et de multiplicite´ impaire.
Etant donne´e une configuration e´quilibre´e attractive et un espace E de dimension
r + s, il existe des vitesses dans E telles que l’e´tat associe´ soit un e´quilibre relatif.
Les configurations centrales planes rele`vent du cas : r = 2, s = 0. Dans le cas
ou` toutes les valeurs propres de S sont non nulles et distinctes, on a s = r, et cette
proposition est une conse´quence de la proposition 2.8 de [AC] : il y a e´quilibre
relatif pour certaines vitesses dans un espace de dimension 2r.
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Preuve. La premie`re assertion de´coule de la proposition 24. Donnons-nous
une configuration e´quilibre´e attractive et supposons dimE = r + s. Soit B une
base orthonorme´e (pour ) de Imx constitue´e de vecteurs propres de −1 ◦ S.
Soit (B1, B2, B3) une partition de B telle que B1 soit l’ensemble des e´le´ments
de B qui annulent S et B3 soit un ensemble de vecteurs propres associe´s aux va-
leurs propres non nulles de multiplicite´ impaire, comportant s e´le´ments. Ainsi, les
e´le´ments de B2 peuvent eˆtre regroupe´s par paires telles que les deux vecteurs de
chaque paire aient la meˆme valeur propre associe´e. Notons −ξ21 , ..., −ξ2s les valeurs
propres associe´es aux e´le´ments de B3. Notons U1, ..., Us′ la diagonale de la ma-
trice dans B2 de l’endomorphisme induit par 
−1 ◦ S sur vect(B2), ou` l’on pose :
Ui =
( −η2i 0
0 −η2i
)
. Soit {f1, ..., fs} une base orthonorme´e du supple´mentaire or-
thogonal de Imx dans E. Notons e1, ..., es les e´le´ments de B3. Soit Ω l’application
line´aire : E → E∗ telle que la matrice de −1◦Ω dans B1∪B2∪{e1, f1}∪...∪{es, fs}
soit diagonale par blocs, de diagonale : 0, ..., 0, V1, ..., Vs′, W1, ..., Ws, ou` l’on
pose : Vi =
(
0 −ηi
ηi 0
)
, Wi =
(
0 −ξi
ξi 0
)
. L’application line´aire Ω est anti-
syme´trique, et l’endomorphisme induit par (−1 ◦ Ω)2 sur Imx est −1 ◦ S. On a
donc : γ = (−1 ◦ Ω)2 ◦ x. Ainsi, en posant : y = −1 ◦ Ω ◦ x, on obtient un e´tat
d’e´quilibre relatif d’apre`s la proposition 24.
Proposition 26 Etant donne´e une configuration e´quilibre´e attractive, s’il existe
des vitesses telles que l’e´tat associe´ soit un e´quilibre relatif de rang impair, alors
S n’est pas inversible.
Preuve. On suppose, par commodite´ : Imz = E. On a : Imγ ⊂ Im(−1 ◦ Ω),
Imy ⊂ Im(−1 ◦Ω). Donc Imγ +Imy ⊂ Im(−1 ◦Ω). Comme rgz est impair, l’appli-
cation line´aire antisyme´trique Ω n’est pas inversible. Donc Im(−1 ◦ Ω) ⊂ 6= Imz =
Imx + Imy. D’ou` : Imγ + Imy ⊂ 6= Imx + Imy. D’ou` : Imγ ⊂ 6= Imx. Donc S n’est
pas inversible.
D’apre`s [Al3], a` masses positives, pour toute configuration e´quilibre´e, l’endo-
morphisme A est inversible. Donc Imγ = Imx. D’ou` S est inversible. Ainsi, a`
masses positives, le rang d’un e´tat d’e´quilibre relatif est pair, ce qui fait l’objet de
la proposition 2.9 de [AC].
3.4 Mouvements rigides de dimension 3
Nous allons maintenant construire des mouvements rigides pour lesquels l’es-
pace du mouvement est de dimension 3. Nous dirons par abus de langage que la
dimension du mouvement est 3. Quand E est oriente´ et de dimension 3 et Ω 6= 0,
on note ~ω le vecteur rotation. On a, pour tout ~u ∈ E, ~ω ∧ ~u = (−1 ◦ Ω)(~u).
Si les masses sont positives, il n’existe pas de mouvement homographique de
dimension 3 pour le potentiel newtonien d’apre`s [AC] (de tels mouvements existent
ne´anmoins pour le potentiel d’exposant α = 2, se reporter a` [Ba], [Wi]). S’il exis-
tait un mouvement rigide de dimension 3, on aurait, d’apre`s la proposition 22 :
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rgz = 3. Or, d’apre`s la remarque pre´ce´dente, rgz doit eˆtre pair. De meˆme, de tels
mouvements n’existent pas si rgx = 1. On aurait alors : rgy ≤ 1. Donc rgz ≤ 2, et
le mouvement serait contenu dans un plan d’apre`s la proposition 22.
On a vu que quand la somme des masses M s’annulait, le triangle e´quilate´ral
e´tait une configuration centrale de multiplicateur nul. On peut en fait ve´rifier que
toutes les configurations e´quilate´rales sont centrales de multiplicateur nul, ce qui
revient a` dire que γ = 0. Ainsi, quatre corps formant un te´trae`dre re´gulier ve´rifient
les hypothe`ses de la proposition 23. Ils peuvent donc subir un mouvement rigide de
dimension 3. La proposition suivante de´crit les mouvements rigides de dimension
3 dont la configuration est de rang 2.
Proposition 27 On suppose dimE = 3. On se donne une configuration e´quilibre´e
attractive de rang 2. Il existe des vitesses initiales telles que le mouvement associe´
soit rigide de dimension 3 si, et seulement si : rgγ = 1. Dans ce cas, Ω 6= 0 et la
direction du vecteur rotation ~ω est le supple´mentaire orthogonal de Imγ dans Imx.
Si M = 0, le vecteur ~ω est coline´aire a` x(m1, ..., mN ).
Preuve. Supposons qu’il existe des vitesses initiales telles que le mouvement
soit rigide de dimension 3. D’apre`s la proposition 22, rgz = 3 est impair. Donc,
d’apre`s la proposition 26, l’application line´aire S n’est pas inversible. Donc Imγ ⊂ 6=
Imx. D’ou` rgγ ≤ 1. Supposons que l’on ait : γ = 0. D’apre`s la proposition 23, la
configuration est constante, donc l’espace du mouvement est un plan, ce qui est
impossible. D’ou` rgγ = 1.
Supposons que l’on ait : rgγ = 1. Alors −1◦S posse`de une unique valeur propre
nulle. On a donc : dimE = 3 = r+s. D’apre`s la proposition 25, il existe des vitesses
telles que l’e´tat associe´ soit un e´quilibre relatif. On ve´rifie de plus que l’application
line´aire Ω construite dans la preuve de la proposition 25 ve´rifie : KerΩ ⊂ Imx.
Comme γ 6= 0, Ω 6= 0 et ~ω ∈ Imx. Donc rgz = 3. D’apre`s la proposition 22, le
mouvement est de dimension 3.
Pour tout ξ :
(~ω|γ(ξ)) = (~ω|(−1 ◦ Ω)2(x(ξ))) = −((−1 ◦ Ω)(~ω)|(−1 ◦ Ω)(x(ξ))) = 0·
Donc ~ω appartient a` l’orthogonal de Imγ.
D’apre`s la relation : γ = −1 ◦S ◦x, on a : Kerx ⊂ Kerγ. Comme rgγ < rgx, on
a : Kerx ⊂ 6= Kerγ. Soit ξ ∈ Kerγ \Kerx. On a : (−1 ◦Ω)2(x(ξ)) = γ(ξ) = 0. D’ou` :
((−1 ◦ Ω)2(x(ξ))|x(ξ)) = 0. Ainsi : Ω(x(ξ)) = 0. Le vecteur ~ω est donc coline´aire
a` x(ξ), vecteur non nul de Imx.
Si M = 0, on a : (−1 ◦ Ω)2(x(m1, ..., mN)) = γ(m1, ..., mN) = ~0. D’ou` :
((−1 ◦ Ω)2(x(m1, ..., mN))|x(m1, ..., mN)) = ~0·
Ainsi : Ω(x(m1, ..., mN)) = 0. Le vecteur ~ω est donc coline´aire a` x(m1, ..., mN).
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Nous allons donc e´tudier, dans le cas N = 3, les configurations e´quilibre´es
attractives de rang 2 telles que rgγ = 1. Si M = 0, on pose :
ξ0 = (m1, m2, m3), ~u =
~r2 − ~r1
||~r2 − ~r1||3 +
~r3 − ~r2
||~r3 − ~r2||3 +
~r1 − ~r3
||~r1 − ~r3||3 ·
Soit M ′ = m1||~r3 − ~r2||3 + m2||~r3 − ~r1||3 + m3||~r2 − ~r1||3. Si M ′ = 0, on pose :
ξ′0 = (||~r3 − ~r1||3 − ||~r2 − ~r1||3, ||~r2 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3, ||~r3 − ~r2||3 − ||~r3 − ~r1||3),
~u′ = m1||~r3 − ~r2||3~r1 + m2||~r3 − ~r1||3~r2 + m3||~r2 − ~r1||3~r3·
Proposition 28 Une configuration non coline´aire de trois corps ve´rifie : rgγ = 1
si, et seulement si, la configuration n’est pas e´quilate´rale et l’une des deux relations
suivantes est ve´rifie´e :
- M = 0. Dans ce cas : Kerγ = vect(ξ0), Imγ = vect(~u).
- M ′ = 0. Dans ce cas : Kerγ = vect(ξ ′0), Imγ = vect(~u
′).
Preuve. On a :
~γ2 − ~γ1 =
(
m3
(
1
||~r2 − ~r1||3 −
1
||~r3 − ~r2||3
)
− M||~r2 − ~r1||3
)
(~r2 − ~r1)
+m3
(
1
||~r3 − ~r2||3 −
1
||~r3 − ~r1||3
)
(~r3 − ~r1),
~γ3 − ~γ1 = m2
(
1
||~r3 − ~r2||3 −
1
||~r2 − ~r1||3
)
(~r2 − ~r1)
+
(
m2
(
1
||~r3 − ~r1||3 −
1
||~r3 − ~r2||3
)
− M||~r3 − ~r1||3
)
(~r3 − ~r1)·
D’ou` :
det(~γ2 − ~γ1, ~γ3 − ~γ1) = MM
′
||~r2 − ~r1||3||~r3 − ~r2||3||~r3 − ~r1||3det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1)·
Donc rgγ ≤ 1 si, et seulement si : M = 0 ou M ′ = 0. Lorsque c’est le cas, on a :
rgγ = 1 si, et seulement si : γ 6= 0. D’apre`s la proposition 12, une configuration
non coline´aire de trois corps ve´rifie : γ = 0 si, et seulement si : M = 0 et la
configuration est e´quilate´rale. Or si rgγ ≤ 1 et la configuration est e´quilate´rale, on
a M = 0. Ainsi, sous l’hypothe`se : rgγ ≤ 1, on a : rgγ = 1 si, et seulement si, la
configuration n’est pas e´quilate´rale.
Si M = 0, ξ0 ∈ Kerγ \ {0}, et l’on a :
~γ2 − ~γ1 = m3~u = m3
((
1
||~r2 − ~r1||3 −
1
||~r3 − ~r2||3
)
(~r2 − ~r1)
+
(
1
||~r3 − ~r2||3 −
1
||~r3 − ~r1||3
)
(~r3 − ~r1)
)
·
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Comme la configuration n’est pas e´quilate´rale, ce vecteur n’est pas nul.
Supposons M ′ = 0. On a :
~γ2 − ~γ1 = m3
(
~r2 − ~r1
||~r2 − ~r1||3 +
~r3 − ~r2
||~r3 − ~r2||3 +
~r1 − ~r3
||~r1 − ~r3||3
)
−M ~r2 − ~r1||~r2 − ~r1||3 ·
Et les vecteurs ~γ3 − ~γ2 et ~γ3 − ~γ1 posse`dent une expression analogue. D’ou` :
(||~r3−~r1||3−||~r2−~r1||3)~γ1 +(||~r2−~r1||3−||~r3−~r2||3)~γ2 +(||~r3−~r2||3−||~r3−~r1||3)~γ3
= ||~r2 − ~r1||3(~γ2 − ~γ1) + ||~r3 − ~r2||3(~γ3 − ~γ2) + ||~r1 − ~r3||3(~γ1 − ~γ3)
= M ′
(
~r2 − ~r1
||~r2 − ~r1||3 +
~r3 − ~r2
||~r3 − ~r2||3 +
~r1 − ~r3
||~r1 − ~r3||3
)
= ~0·
Donc ξ′0 ∈ Kerγ \ {0}. Enfin, comme γ 6= 0, on peut supposer, par exemple :
~γ2 6= ~γ1. On a :
~γ2 − ~γ1 =
(
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m3
||~r3 − ~r1||3
)
~r1 −
(
m1 + m2
||~r2 − ~r1||3 +
m3
||~r3 − ~r2||3
)
~r2
+m3
(
1
||~r3 − ~r2||3 −
1
||~r3 − ~r1||3
)
~r3
=
1
||~r2 − ~r1||3||~r3 − ~r2||3||~r3 − ~r1||3 (||~r3−~r2||
3((m1+m2)||~r3−~r1||3+m3||~r2−~r1||3)~r1
−||~r3 − ~r1||3((m1 + m2)||~r3 − ~r2||3 + m3||~r2 − ~r1||3)~r2
+m3||~r2 − ~r1||3(||~r3 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3)~r3)
=
||~r3 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3
||~r2 − ~r1||3||~r3 − ~r2||3||~r3 − ~r1||3~u
′·
Proposition 29 On se donne une configuration de trois corps non coline´aire telle
que rgγ = 1. Si M = 0 (respectivement M ′ = 0), elle est e´quilibre´e si, et seulement
si, les vecteurs x(ξ0) et ~u (respectivement x(ξ
′
0) et ~u
′) sont orthogonaux.
Preuve. Supposons M = 0. Soit ξ un e´le´ment de D∗ non coline´aire a` ξ0. La
configuration est e´quilibre´e si, et seulement si, l’application line´aire antisyme´trique
2[A, β) =t γ◦◦x−tx◦◦γ est nulle. Ceci e´quivaut a` : 〈(tγ◦◦x−tx◦◦γ)(ξ0), ξ〉 = 0.
Comme ξ0 ∈ Kerγ, on a : 〈(tx◦◦γ)(ξ0), ξ〉 = 0. La configuration est donc e´quilibre´e
si, et seulement si : 〈(tγ◦◦x)(ξ0), ξ〉 = 0. Ceci e´quivaut a` dire que x(ξ0) est orthogo-
nal a` γ(ξ). Comme γ(ξ) 6= ~0 et Imγ = vect(~u) = vect(γ(ξ)) d’apre`s la proposition
28, cela e´quivaut a` dire que x(ξ0) et ~u sont orthogonaux. Le meˆme raisonnement
s’applique au cas : M ′ = 0.
Les propositions suivantes vont permettre de construire des mouvements rigides
tels que ceux de´crits dans la proposition 27.
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Proposition 30 On se donne une configuration de trois corps non coline´aire telle
que ~u (respectivement x(ξ ′0)) ne soit orthogonal a` aucun des ~rj −~ri. Alors il existe
un unique syste`me de masses a` homothe´tie pre`s ve´rifiant M = 0 (respectivement
M ′ = 0) et tel que la configuration soit e´quilibre´e. Et il existe un unique syste`me
de masses a` homothe´tie de rapport positif pre`s ve´rifiant M = 0 (respectivement
M ′ = 0) et tel que la configuration soit e´quilibre´e attractive. Pour ces syste`mes de
masses, on a : rgγ = 1.
Preuve. Supposons qu’il existe des masses telles que M = 0 et que la configura-
tion soit e´quilibre´e. Comme ~u n’est orthogonal a` aucun ~rj−~ri, la configuration n’est
pas e´quilate´rale. D’apre`s la proposition 28, on a : rgγ = 1. Soit ~v un vecteur non nul
orthogonal a` ~u. D’apre`s la proposition 29, le vecteur x(ξ0) = m1~r1 + m2~r2 + m3~r3
est orthogonal a` ~u 6= ~0, donc coline´aire a` ~v, qui ne de´pend pas des masses. Donc les
masses sont proportionnelles aux coordonne´es barycentriques de ~v dans (~r1, ~r2, ~r3).
Re´ciproquement, puisque ~u n’est orthogonal a` aucun ~rj − ~ri, ces coordonne´es ne
sont pas nulles. Et des masses proportionnelles aux coordonne´es barycentriques de
~v ve´rifient M = 0, et la configuration est e´quilibre´e pour ces masses et ve´rifie :
rgγ = 1. On proce`de de la meˆme fac¸on dans le cas M ′ = 0. Il s’agit alors d’avoir
m1||~r3 − ~r2||3~r1 + m2||~r3 − ~r1||3~r2 + m3||~r2 − ~r1||3~r3 coline´aire a` un vecteur ortho-
gonal a` x(ξ′0). Dans les deux cas, la configuration est attractive si, et seulement
si : 2β ◦A =t x ◦  ◦ γ est ne´gative. Comme cette application line´aire est une fonc-
tion line´aire de (m1, m2, m3), cela est vrai lorsque (m1, m2, m3) appartient a` une
certaine demi-droite.
Proposition 31 On se donne une configuration de trois corps non coline´aire,
ve´rifiant rgγ = 1, e´quilibre´e. Si M = 0, elle est attractive si, et seulement si :
m1
||~r3−~r2||3 +
m2
||~r3−~r1||3 +
m3
||~r2−~r1||3 ≤ 0. Si M ′ = 0, elle est attractive si, et seulement si :
m1||~r3 − ~r2||6 + m2||~r3 − ~r1||6 + m3||~r2 − ~r1||6 ≤ 0.
Preuve. Supposons M = 0. Le vecteur ξ0 ne peut pas eˆtre a` la fois coline´aire
a` (−1, 1, 0) et (−1, 0, 1). Supposons, par exemple, qu’il ne soit pas coline´aire a`
(−1, 1, 0). Comme γ(ξ0) = ~0, la configuration est attractive si, et seulement si :
2〈(β ◦ A)(−1, 1, 0), (−1, 1, 0)〉 = (x(−1, 1, 0)|γ(−1, 1, 0)) ≤ 0·
Comme la configuration est e´quilibre´e, d’apre`s la proposition 29, les vecteurs x(ξ0)
et γ(−1, 1, 0) sont orthogonaux. Donc ceci e´quivaut a` dire que det(x(ξ0), γ(−1, 1, 0))
et det(x(ξ0), x(−1, 1, 0)) sont de signes oppose´s.
On a :
det(x(ξ0), x(−1, 1, 0)) = det(m2(~r2 − ~r1) + m3(~r3 − ~r1), ~r2 − ~r1) = −m3∆
en posant : ∆ = det(~r2 − ~r1, ~r3 − ~r1). On a e´galement :
det(x(ξ0), γ(−1, 1, 0)) = det(m2(~r2 − ~r1) + m3(~r3 − ~r1),
m3
((
1
||~r2 − ~r1||3 −
1
||~r3 − ~r2||3
)
(~r2 − ~r1) +
(
1
||~r3 − ~r2||3 −
1
||~r3 − ~r1||3
)
(~r3 − ~r1)
))
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= −m3∆
(
m1
||~r3 − ~r2||3 +
m2
||~r3 − ~r1||3 +
m3
||~r2 − ~r1||3
)
·
La configuration est donc attractive si, et seulement si :
m1
||~r3 − ~r2||3 +
m2
||~r3 − ~r1||3 +
m3
||~r2 − ~r1||3 ≤ 0·
Supposons M ′ = 0. On montre, par le meˆme raisonnement, que la configuration
est attractive si, et seulement si det(x(ξ ′0), γ(−1, 1, 0)) et det(x(ξ ′0), x(−1, 1, 0)) sont
de signes oppose´s. Et l’on a :
det(x(ξ′0), x(−1, 1, 0))
= det((||~r2−~r1||3−||~r3−~r2||3)(~r2−~r1)+(||~r3−~r2||3−||~r1−~r3||3)(~r3−~r1), ~r2−~r1)
= (||~r3 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3)∆·
On a e´galement :
det(x(ξ′0), γ(−1, 1, 0))
= det
(
(||~r2 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3)(~r2 − ~r1) + (||~r3 − ~r2||3 − ||~r1 − ~r3||3)(~r3 − ~r1),
||~r3 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3
||~r2 − ~r1||3||~r3 − ~r2||3||~r3 − ~r1||3~u
′
)
=
||~r3 − ~r1||3 − ||~r3 − ~r2||3
||~r2 − ~r1||3||~r3 − ~r2||3||~r3 − ~r1||3 (m1||~r3−~r2||
6 +m2||~r3−~r1||6 +m3||~r2−~r1||6)∆·
La configuration est donc attractive si, et seulement si :
m1||~r3 − ~r2||6 + m2||~r3 − ~r1||6 + m3||~r2 − ~r1||6 ≤ 0·
Donnons-nous une configuration isoce`le, telle que ||~r2−~r1|| = ||~r3−~r2|| = l1 et
||~r3−~r1|| = l2 < l1. D’apre`s les propositions 27 et 28, la preuve de la proposition 30
et la proposition 31, la configuration effectue un mouvement rigide de dimension
3 pour certaines vitesses initiales si, et seulement si, l’une des deux hypothe`ses
suivantes est ve´rifie´e :
- Le triplet (m1, m2, m3) est de la forme α(1,−2, 1), avec α > 0.
- Le triplet (m1, m2, m3) est de la forme α(−1/l31, 2/l32,−1/l31), avec α > 0.
Dans les deux cas, le vecteur ~ω appartient a` l’axe de syme´trie du triangle isoce`le.
On obtient les meˆmes mouvements si l1 < l2, mais les masses doivent eˆtre multi-
plie´es par −1.
Notons que les re´sultats de cette section pre´ce´dant la proposition 28 s’ap-
pliquent a` un potentiel quelconque de´pendant des distances mutuelles. Ils restent
donc valables pour un syste`me de N particules charge´es. Le potentiel posse`de alors
la meˆme expression, mais les masses doivent eˆtre remplace´es par des charges, de
signe quelconque. Les e´quations de la dynamique ont l’expression :
~¨ri(t) = ~γi(~r1(t), ..., ~rN(t)),
avec ~γi(~r1, ..., ~rN) =
qi
mi
∑
j∈{1,...,N}\{i}
qj
~rj − ~ri
||~rj − ~ri||3 ·
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4 Sur le gain d’inte´grabilite´ a` somme des masses
nulle
Cette section pre´sente trois re´sultats qui ont pour but de montrer qu’a` somme
des masses nulle, le proble`me des N corps peut, dans certains cas, se ramener a`
un proble`me a` N − 1 corps. Ceci revient a` remplacer dans les e´quations le corps
d’indice N par son expression comme combinaison line´aire des positions des corps
1, ..., N − 1 et du vecteur d’inertie ~λ. Cette technique a de´ja` permis de de´nombrer
plus haut les configurations centrales de quatre corps de somme des masses nulle
et vecteur d’inertie nul.
Proposition 32 Un mouvement de trois corps de somme des masses nulle tel
que ~λ(~r1(0), ~r2(0), ~r3(0)) = ~λ(~˙r1(0), ~˙r2(0), ~˙r3(0)) = ~0 est homographique, et il existe
un re´el non nul ξ et un complexe de´pendant du temps s, solution du syste`me
diffe´rentiel s¨ = 2ξs/|s|3, tels que l’on ait, pour tous i, j :
~rj(t)− ~ri(t) = s(t)(~rj(0)− ~ri(0))·
Preuve. D’apre`s la proposition 11, la configuration a` l’instant 0 est centrale
de multiplicateur non nul. Identifions C et l’espace engendre´ par ~r2(0) − ~r1(0) et
~˙r2(0)− ~˙r1(0). Il existe s0 tel que : ~˙r2(0)− ~˙r1(0) = s0(~r2(0)− ~r1(0)). On a donc :
~˙r3(0)− ~˙r2(0) = m1
m3
(~˙r2(0)− ~˙r1(0)) = m1
m3
s0(~r2(0)− ~r1(0)) = s0(~r3(0)− ~r2(0))·
Il suffit maintenant d’appliquer la proposition 7.
Remarque. L’homographie du mouvement est une conse´quence imme´diate de
la relation : ~λ = ~0. En effet, ceci implique : |m1| × ||~r2 − ~r1|| = |m3| × ||~r3 − ~r2||.
D’ou` ||~r3 − ~r2||/||~r2 − ~r1|| est constant.
Proposition 33 Si, au cours d’un mouvement de trois corps de somme des masses
nulle, le vecteur d’inertie est constant (ceci revient a` dire que ~˙λ(~r1, ~r2, ~r3) s’annule
a` une certaine date), le vecteur ~r2 − ~r1 est solution d’un proble`me a` trois centres
fixes aligne´s.
Choisissons les indices des masses de sorte que m1 et m2 soient de meˆme signe,
et de signe oppose´ a` celui de m3, et renormalisons les masses de sorte que m3 ∈
{−1, 1}. Posons r = m2/m1 > 0. Les centres ont alors pour positions :
~0, −m3(r−1 + 1)~λ et m3(r + 1)~λ·
Leurs masses ont les valeurs :
−m3, m3(r−1 + 1)2 et m3(r + 1)2·
Preuve. Il suffit de soustraire les e´quations de Newton (2) et (1) et de rempla-
cer ~r3 − ~r2 par m3~λ− 1/(1 + r)(~r2 − ~r1) et ~r3 − ~r1 par m3~λ + 1/(1 + r−1)(~r2 − ~r1).
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Remarque 1. Ce phe´nome`ne a de´ja` e´te´ observe´ pour un syste`me de N tour-
billons ([RA]).
Remarque 2. D’apre`s la proposition 11, il n’existe pas de configuration cen-
trale coline´aire de trois corps de somme des masses nulle et de multiplicateur nul.
Donc il existe i 6= j tels que ~¨rj − ~¨ri 6= ~0. Comme ~¨λ 6= ~0, pour tous i, j, ~¨rj − ~¨ri 6= ~0.
Ce proble`me a` trois centres fixes n’admet donc pas d’e´quilibre.
Remarque 3. Dans le cas ou` ~λ = ~0, les trois centres fixes sont confondus.
Ainsi, ~r2 − ~r1 est la trajectoire d’un corps soumis a` un centre fixe situe´ en ~0, de
masse :
m3(r
2 + 2r + 1 + 2r−1 + r−2)·
On retrouve une conse´quence de la proposition 32.
Remarque 4. Le proble`me des trois centres fixes en dimension 1 est un
proble`me hamiltonien a` un degre´ de liberte´. Il est donc inte´grable. Le proble`me
des trois corps a` somme des masses nulle et vecteur d’inertie constant est donc
inte´grable en dimension 1. On peut retrouver ce re´sultat en e´nume´rant les ge´ne´ra-
teurs des syme´tries et les inte´grales premie`res de´pendant du temps, exprime´s dans
les coordonne´es : (r1, r2, r3, p1 = m1r˙1, p2 = m2r˙2, p3 = m3r˙3) :
- Inte´grale premie`re de l’e´nergie (hamiltonien) :
H(r1, r2, r3, p1, p2, p3) = p
2
1/2m1 + p
2
2/2m2 + p
2
3/2m3 − U(r1, r2, r3)·
- Ge´ne´rateur des translations :
XP (r1, r2, r3, p1, p2, p3) = (1, 1, 1, 0, 0, 0)·
- Quantite´ de mouvement :
P (r1, r2, r3, p1, p2, p3) = λ(p1/m1, p2/m3, p3/m3)·
C’est l’inte´grale premie`re associe´e au champ XP .
- Ge´ne´rateur des transformations galile´ennes :
X−R(r1, r2, r3, p1, p2, p3) = (t, t, t, m1, m2, m3)·
- Valeur initiale du vecteur d’inertie :
R(r1, r2, r3, p1, p2, p3) = λ(r1, r2, r3)− tλ(p1/m1, p2/m2, p3/m3)·
C’est l’oppose´e de l’inte´grale premie`re de´pendant du temps associe´e au champ
X−R.
On a : {P, R} = m1 +m2 +m3 = 0. Si, de plus, on suppose que le vecteur d’inertie
est constant (i. e. P = 0) :
- La fonction R est une inte´grale premie`re qui ne de´pend pas du temps. On peut
donc se restreindre a` une hypersurface de niveau de R sans faire apparaˆıtre la
variable temps.
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- L’e´nergie est invariante par le champ de vecteurs X−R.
On est donc ramene´ a` une e´quation diffe´rentielle a` 6 − 5 = 1 variable, donc
inte´grable.
Des conside´rations analogues permettent de montrer que le proble`me des N
tourbillons, qui est inte´grable pour N = 3, est inte´grable pour N = 4 lorsque la
somme des vorticite´s est nulle et le vecteur de vorticite´ est nul ([Ec], [AS]).
Remarque 5. Nous avons vu qu’a` somme des masses non nulle, pour un
potentiel de Jacobi, l’e´galite´ de Lagrange-Jacobi e´tait de la forme :
d2
dt2
∑
1≤i<j≤N
mimj||~rj − ~ri||2 = 4H0(~r1, ..., ~rN , ~p1, ..., ~pN)·
Posons :
I˜(~r1, ..., ~rN , ~p1, ..., ~pN) =
∑
1≤i<j≤N
mimj||~rj − ~ri||2,
˙˜I(~r1, ..., ~rN , ~p1, ..., ~pN) = 2
∑
1≤i<j≤N
mimj
(
~rj − ~ri
∣∣∣∣ ~pjmj −
~pi
mi
)
·
Ceci permet de de´finir une inte´grale premie`re supple´mentaire ([Ja]) en posant :
F = 8I˜H0− ˙˜I
2
. Le proble`me des trois corps a` somme des masses non nulle associe´
au potentiel de Jacobi est ainsi inte´grable sur la droite.
A somme des masses nulle, pour un potentiel quelconque, nous avons :
¨˜I = − d
2
dt2
||~λ||2 = −2||~P ||2·
Une analogie avec le proble`me a` somme des masses non nulle associe´ au potentiel
de Jacobi nous sugge`re de conside´rer l’inte´grale premie`re
F = −4I˜||~P ||2 − J˙2 = 4(det(~λ, ~P ))2·
Mais cette inte´grale premie`re est la fonction nulle en dimension 1. Donc la tech-
nique d’inte´gration utilise´e pour le potentiel de Jacobi ne s’applique pas pour le
potentiel newtonien a` somme des masses nulle.
Proposition 34 Si, a` tout instant, ~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0 (i. e. si ~λ(~r1(0), ..., ~rN(0)) =
~λ(~˙r1, ..., ~˙rN (0)) = ~0), le mouvement (~r1, ..., ~rN) vu a` translation pre`s est une solu-
tion homographique des e´quations de Newton a` translation pre`s si, et seulement si,
le mouvement (~r1, ..., ~rN−1) vu a` translation pre`s est une solution homographique
des e´quations de la dynamique associe´es aux masses m1, ..., mN−1 et au potentiel
U˜ de´fini en 2.3.
Preuve. Supposons ~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0 a` tout instant et (~r1, ..., ~rN−1) homo-
graphique. Il existe une similitude de´pendant du temps s(t) telle que, pour i,
j ∈ {1, ..., N − 1} :
~rj(t)− ~ri(t) = s(t)(~rj(0)− ~ri(0))·
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On a alors, pour tout i ∈ {1, ..., N − 1} :
~rN(t)− ~ri(t) = − 1
mN
N−1∑
j=1
mj(~rj(t)− ~ri(t))
= − 1
mN
s(t)
(
N−1∑
j=1
mj(~rj(0)− ~ri(0))
)
= s(t)(~rN(0)− ~ri(0))·
Ainsi, si ~λ(~r1, ..., ~rN) = ~0, il est e´quivalent de dire que (~r1, ..., ~rN) est homogra-
phique et que (~r1, ..., ~rN−1) est homographique.
Notons V la restriction de U aux configurations de vecteur d’inertie nul. On a :
V (~r1, ..., ~rN) = U˜(~r1, ..., ~rN−1). Le mouvement (~r1, ..., ~rN) est solution des e´quations
de Newton a` translation pre`s si, et seulement si, pour tous δ~r1, ..., δ~rN ve´rifiant :
~λ(δ~r1, ..., δ~rN) = ~0, on a :
(m1~¨r1|δ~r1) + ... + (mN ~¨rN |δ~rN) = dU(~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN)
= dV (~r1, ..., ~rN)(δ~r1, ..., δ~rN) = dU˜(~r1, ..., ~rN−1)(δ~r1, ..., δ~rN−1)·
Si l’on prend δ~r1 = ... = δ~rN = ~u, cette relation e´quivaut a` : ~¨λ = ~0, qui
est une conse´quence de la nullite´ de ~λ a` tout instant. Comme les sous-espaces
{(~u, ..., ~u), ~u ∈ E} et {(δ~r1, ..., δ~rN−1,~0), δ~r1, ..., δ~rN−1 ∈ E} sont supple´mentaires
dans EN , le mouvement (~r1, ..., ~rN) est solution des e´quations de Newton a` transla-
tion pre`s si, et seulement si, pour tous δ~r1, ..., δ~rN−1 ve´rifiant : ~λ(δ~r1, ..., δ~rN−1,~0) =
~0, on a :
(m1~¨r1|δ~r1) + ... + (mN ~¨rN−1|δ~rN−1) = dU˜(~r1, ..., ~rN−1)(δ~r1, ..., δ~rN−1)·
D’ou` la proposition.
Remarque 1. Si l’on se contente de supposer : ~˙λ(~r1, ..., ~rN) = ~0, on se rame`ne
e´galement a` un proble`me a` N−1 corps, mais le potentiel re´duit n’est plus invariant
par rotation et n’est plus homoge`ne.
Remarque 2. Si une seule masse est ne´gative, les solutions homographiques
de vecteur d’inertie nul des e´quations de Newton d’un syste`me de N corps se
de´duisent des solutions homographiques a` N − 1 corps de masses positives pour
un autre potentiel, homoge`ne, invariant par translation et rotation. Ces solutions
sont de´crites dans [AC] pour tout potentiel homoge`ne et invariant par translation
et rotation.
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5 Sur les e´ventuelles chore´graphies perverses
On appelle chore´graphie une solution des e´quations de Newton dans laquelle les
N corps se suivent a` intervalles de temps e´gaux ([CGMS]). Des conside´rations sur
les syme´tries ont re´cemment permis de trouver de nouvelles orbites pe´riodiques,
et notamment des chore´graphies. La premie`re chore´graphie connue est la solution
de Lagrange (1772) : trois corps formant un triangle e´quilate´ral se suivent sur
un cercle. Mais l’e´tonnante solution en ”huit” du proble`me plan des trois corps,
deuxie`me chore´graphie a` avoir e´te´ de´couverte, a e´te´ trouve´e nume´riquement par
C. Moore en 1993, et son existence a e´te´ prouve´e en 1999 par A. Chenciner et
R. Montgomery ([CM]). Depuis, de nombreuses chore´graphies ont e´te´ de´couvertes
([Si2], [Si3], [Ve], [FT], [Che]), et l’existence de certaines d’entre elles a e´te´ prouve´e,
en particulier graˆce a` une astuce due a` C. Marchal ([Ma2]).
De nombreux travaux sur les chore´graphies et les orbites de´finies par des
me´thodes variationnelles ont e´te´ mene´s ([Ch3], [Ch4]). Ainsi, C. Marchal a mis
en e´vidence une famille a` un parame`tre de solutions spatiales, contenant le ”huit”
et la solution de Lagrange ([Ma1]). A. Chenciner, J. Fe´joz et R. Montgomery ont
retrouve´ cette famille en conside´rant ces deux solutions dans un repe`re tournant
([CFM]). Des ge´ne´ralisations re´centes de ce re´sultat a` des mouvements de rotation
de polygones re´guliers ont permis de trouver de nouvelles familles de solutions
pe´riodiques contenant certaines solutions connues ([CF]).
Les preuves d’existence des chore´graphies ne´cessitent d’invoquer une certaine
syme´trie des e´quations de Newton, qui n’est observe´e que lorsque les masses sont
e´gales. Aussi, ces preuves ne permettent pas de prouver l’existence d’e´ventuelles
chore´graphies a` masses (positives) distinctes, ou chore´graphies perverses.
Nous allons montrer dans cette section qu’en toute dimension d’espace, il n’y
a pas de chore´graphie perverse si l’on remplace le potentiel newtonien par un po-
tentiel logarithmique. Un raisonnement analogue permet de prouver que les vor-
ticite´s d’une chore´graphie sont e´gales pour un syste`me de N tourbillons ve´rifiant
les e´quations de Helmholtz. Une ge´ne´ralisation de ce re´sultat a` un potentiel quel-
conque permet de majorer par une constante inde´pendante des masses le rap-
port entre la plus petite et la plus grande des distances mutuelles au cours d’une
chore´graphie perverse.
Des conside´rations d’alge`bre line´aire permettent en fait d’e´tablir que, pour le
potentiel newtonien, il n’existe pas de chore´graphie perverse plane pour N ≤ 5
([Ch1]). Mais on ignore actuellement s’il existe, pour le potentiel newtonien et
pour N = 6, une chore´graphie perverse. Notons que, pour N ≤ 4, on peut montrer
qu’il n’existe aucune solution plane vraiment perverse ([Ch2]), i. e. admettant deux
syste`mes de masses de meˆme somme, et de meˆme centre d’inertie. Pour certains
exposants du potentiel, il existe, d’apre`s [BCS], des e´quilibres relatifs re´unions de
polygones re´guliers qui sont des solutions vraiment perverses. Pre´cisons enfin que
les re´sultats e´nonce´s dans cette section se ge´ne´ralisent sans peine aux solutions
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vraiment perverses.
On note m la moyenne arithme´tique des masses mi, et l’on pose µi = mi −m.
Proposition 35 Une chore´graphie associe´e aux masses m1, ..., mN est aussi une
chore´graphie pour les masses m, ..., m.
Preuve. Cette proprie´te´ de´coule d’un calcul e´le´mentaire ([Ch1]).
Proposition 36 Une chore´graphie posse`de, a` tout instant, une configuration d’e´qui-
libre (absolu) pour les masses µ1 = m1 −m, ..., µN = mN −m.
Preuve. Cette proprie´te´ de´coule de la proposition 35 et de la line´arite´ des
e´quations de Newton en les masses.
Proposition 37 Au cours d’une chore´graphie, les ~ri(t) ve´rifient, a` tout instant,
la relation : ∑
1≤i<j≤N
µiµi||~rj(t)− ~ri(t)||2 = 0·
Preuve. Il est facile de ve´rifier qu’au cours du mouvement, le centre d’inertie
et l’isobarycentre sont confondus ([Ch1]). Ceci nous donne :
∑N
i=1 µi(~ri(t)−~a) = ~0,
relation inde´pendante de l’origine ~a choisie. Il suffit alors d’e´lever cette e´galite´ au
carre´ et d’exploiter le fait que la somme des µi soit nulle.
Remarque. Les solutions vraiment perverses sont les solutions ve´rifiant les
propositions 36 et 37. Les e´ventuelles chore´graphies perverses seraient donc vrai-
ment perverses.
The´ore`me 7 Il n’existe pas de chore´graphie perverse pour un potentiel logarith-
mique. Il n’existe pas de chore´graphie perverse de tourbillons.
Preuve. D’apre`s la proposition 36, la configuration est, a` tout instant, un
e´quilibre pour les masses µi. La somme des µi e´tant nulle, on de´duit de la propo-
sition 19 que les µi sont nuls.
Remarque. Nous venons en fait de montrer plus ge´ne´ralement qu’il n’existait
pas de solution vraiment perverse pour un potentiel logarithmique. Si cela e´tait le
cas, cela prouverait qu’il existe, pour ce potentiel, des e´quilibres absolus a` somme
des masses nulle, ce qui contredirait la proposition 19. A l’inverse, les solutions
vraiment perverses mises en e´vidence dans [BCS] font apparaˆıtre des e´quilibres
absolus a` somme des masses nulle pour le potentiel newtonien.
The´ore`me 8 Pour tout N ≥ 2, toute chore´graphie perverse (~r1(t), ..., ~rN(t)) pour
le potentiel d’exposant α ∈ R ve´rifie, a` toute date t :(
lmin(t)
lmax(t)
)inf(2,|α|)
≤ 2C(N)− 1
2C(N) + 1
,
ou` lmin(t) de´signe la plus petite distance entre deux corps et lmax(t) la plus grande
distance entre deux corps, et C(N) est de´fini dans l’e´nonce´ de la proposition 20.
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Preuve. Il s’agit d’appliquer la proposition 36 et le the´ore`me 4, en remarquant
que, d’apre`s la proposition 37 et une co¨ıncidence, l’e´nonce´ du the´ore`me 4 reste vrai
si l’on remplace α par −2.
Remarque. L’absence de chore´graphie de trois corps a` masses distinctes lorsque
|α| < 2 est une conse´quence directe de cette proposition. En effet, il est facile de
ve´rifier qu’au cours d’une chore´graphie a` masses distinctes, a` une certaine date
t, il existe des indices i, j, k deux a` deux distincts tels que ||~rj(t) − ~ri(t)|| =
||~rk(t)− ~ri(t)|| soit la plus petite des distances mutuelles. On a alors :
lmax(t) = ||~rk(t)− ~rj(t)|| ≤ ||~rk(t)− ~ri(t)||+ ||~rj(t)− ~ri(t)|| ≤ 2lmax(t)/41/|α|,
ce qui est impossible si |α| < 2. Notons que cet argument exprime que la condition :
lmax ≥ lmin de´finit un domaine constitue´ de trois composantes connexes dans
l’espace des triangles. Comme les trois corps se suivent, les trois composantes
connexes sont visite´es au cours du mouvement, ce qui est impossible.
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